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80 : Introduction

Notre recherche a pour point de départ la thése de I'auteur [La0], publiée dans [Lal] et [DoKwLa]. 11
y était question de flots de Toeplitz, étudiés du point de vue topologique, et des aspects métriques de la
numération en produit de Cantor généralisé.

Nous avons depuis poursuivi nos recherches en dynamique topologique, en théorie des nombres presque
stire, mais I’avons aussi élargie aux champs de la dynamique métrique, et de la théorie spectrale.

La présentation de nos travaux se veut synthétique. Nous avons tenté de dégager les résultats clefs.
Pour ces raisons nous n’avons pas présenté les travaux publiés dans [HuLia], [La2] et [Lad], qui sont moins
aboutis que les autres.

En bref, on trouve dans [La2] une généralisation de la formule de Delange concernant la somme des
chiffres en base ¢; dans [HuLa] se trouve un formalisme généralisé de [LaTh]; et dans [Lad] sont étudiées
les extensions naturelles pour les actions de N?, et la version correspondante du critere de Halmos pour
le mélange [CoFoSi.

Le présent document se scinde en six chapitres. Le premier regroupe un certain nombre de définitions
et résultats classiques de la théorie des systemes dynamiques, et qui seront utilisés au cours des cinqg
chapitres suivants.

Les systémes dynamiques constituent le point commun aux travaux présentés; c’est aussi le cas pour
[La2] et [Lad].

Dans les différents (sous)-chapitres qui suivent on trouvera un renvoi aux propriétés utilisées et énoncées
au premier chapitre. Le lecteur déja averti de la théorie des systemes dynamiques pourra omettre ce
chapitre en premiere lecture.

Toutefois sa lecture étant relativement aisée, il y trouvera un apergu des notations que nous utilisons
par la suite, et pourra de ce fait faciliter sa compréhension de I’ensemble de ce document.

Le second chapitre présente les résultats de [BlLa], dont I’essentiel est la preuve de I'existence d'un fac-
teur mazimal d’entropie nulle topologique, encore appelé le (facteur de) Pinsker topologique, ce qui répond
& une question naturelle restée sans réponse depuis 'apparition de I'entropie topologique [AdKoMA].

Théoréme [BlLa]. Etant donné un flot topologique (X,T), il existe un facteur topologique mo : (X, T) —
(Xo,T) unique & isomorphisme prés, tel que l'entropie topologique de (Xo,T), hiop(Xo,T), soit nulle,
ayant la propriété de maximalité suivante : quel que soit le facteur m : (X, T) — (X1,T) tel que
hiop(X1,T) =0, il existe un facteur mo 1 : (Xo,T) — (X1, T) tel que

T = 7,1 © TQ-

Ce travail utilise de fagon essentielle les constructions de [Bl1,2], et a été suivi trés rapidement de
[BlHoMaMaRu], [BIGIHo|, [GIWel,2,3,4], et [G]] : nous présentons une sélection de certains résultats
extraits de cette série d’articles.

Le troisieme chapitre traite des flots de Toeplitz. Ce sont des sous-shifts minimauz qui sont les
clotures d’orbites des suites de Toeplitz. Les suites de Toeplitz sont les éléments réguliérement quasi-
périodiques non périodiques du shift : cela signifie que toute valeur prise par une telle suite ’est, partant
de la position selectionnée, périodiquement, mais que globalement, la suite n’est pas périodique.

Dans le premier sous-chapitre sont énoncées les caractérisations topologiques et métriques des flots
de Toeplitz. Du point de vue topologique, ce sont exactement les sous-shifts minimaux extensions qua-
si-automorphes des machines d additionner [MaPa]. Nous obtenons dans [DoLa2] leur caractérisation
métrique, qui révele que la classe des flots de Toeplitz strictement ergodiques est vaste du point de vue
de la mesure :
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Théoréme [DoLa2]. Un flot mesuré (X, T, p) est métriquement isomorphe a un flot de Toeplitz stricte-
ment ergodique si et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(T1) (X,T,p) est ergodique;
(T2) son entropie métrique h,(X,T) est finie;
(T'3) il admet une infinité de valeurs propres racines de l'unité.

Cette caractérisation métrique s’avére étre un corollaire de la topologique énoncée plus haut, et du
résultat suivant, que 'on peut qualifier de “Théoreme de type Jewett-Krieger” [DeGrSi] :

Théoréme [DoLa2]. Soit ¢ : (X,T,p) — (Z,T,v) un facteur entre deuz flots mesurés ergodiques
d’entropie finie et non périodiques.

Alors il existe deux sous-shifts strictement ergodiques (X1,5) et (Z1,5), de seules mesures invariantes
respectives pux et vz, il existe un facteur topologique quasi-automorphe 7 : (X1,S5) — (Z1,5), il existe
deuzx isomorphismes métriques ¥x : (X, T,p) — (X1,S, px) et ¥z : (Z,T,v) — (Z1,S,vz), tels que le
diagramme suivant commute :

(X) T7 M) isomoi::hisme (Xla 57 ,LLX)
@ ™
(Z, T, V) isomo;phisme (Zl, 57 VZ)
z

Si (Z,T,v) est a spectre discret pur, on peut remplacer (Z1,5,vz) par une rotation sur un groupe
monothétique compact de spectre correspondant.

Ce théoréme peut s’obtenir comme corollaire d’'un théoréme de B. Weiss et de [FuWe| combiné &
[DeKe], ou de [We] et d’une version généralisée de [FuWe], démontrée dans [DoLa2].

Dans le second sous-chapitre nous donnons un apercu rapide et partiel des résultats topologiques ou
spectraux concernant ces flots, et qui ont précédé [DoLa2].

Dans le troisieme sous-chapitre sont exposés les résultats utilisés pour obtenir la caractérisation
métrique pré-citée.

Dans le quatriéme chapitre nous regroupons la présentation des résultats de [KwLal,2], qui traitent
du probleme de Uexistence de systémes ergodiques pour lesquels certaines valeurs d’invariants spectrauz
et/ou métriques peuvent coezister. Ces travaux sont de nature trés constructive.

D’abord nous exposons les théoremes de limitation concernant le rang, ’ordre du groupe quotient dans
le centralisateur, et la multiplicité, qui sont issus de [Ch2] et [Kil,2] :

Théoréme [Ch2], [Kil,2]. Soit (X,T,u) un systéme ergodique de rang r(T') fini.

Soit C(T) son centralisateur métrique, qui alors est un groupe, muni de la topologie de la convergence
faible.

Soit Wel(T) la cloture dans cette topologie de 'ensemble des itérés de T : c’est un sous-groupe distingué
de C(T).

Notons o(T) lordre du groupe quotient C(T)/Wcl(T), et m(T) la multiplicité spectrale de T. Alors

(1) s T est mélangeante, o(T) < r(T), et Wcl(T) ={T" : n € Z};
(6) sir(T) =1, alors o(T) =1 (“Weak closure theorem”);
(7it)  on a toujours m(T) < r(T).

Puis nous énongons ceux de [KwlLal,2] :

Théoréme [KwLal]. Quels que soient o > 1 et r > 2 des entiers, éventuellement infinis, mais tels
que (o0,1) # (00,00), il existe un systéme ergodique de rang r et dont l'ordre du groupe quotient dans le
centralisateur vaut o, et tel que la cléture faible de ’ensemble des itérés de la transformation soit non
dénombrable.

Nous montrerons rapidement (cf. Remarque IV.1.6.) comment obtenir le couple (o0, 7) = (00, 00).
Concernant les paires multiplicité et rang, nous obtenons :
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Théoreme [KwLa2]. Quels que soient m et r deux entiers tels que 1 < m < r < 0o, il existe un systéme
ergodique de rang r et de multiplicité spectrale égale a m.

Les constructions de [KwLal,2] ont en commun d’utiliser des extensions de groupe de machines a
additionner déterminées par des r-cocycles de Morse. Dans les deux cas le calcul du rang se fait a l'aide
d’une représentation symbolique du systeéme construit. Une fois ces parties “communes” exposées, nous
esquissons la méthode de calcul de 'ordre du groupe quotient, ou de la multiplicité.

En fil conducteur de notre présentation nous exposons les couples (2, 3).

Au cinquiéme chapitre nous nous intéressons a la conjecture de forte uniforme distribution de Khinchin,
dans le cas des chaines.

Une chaine C est un sous semi-groupe multiplicatif de N engendré par une suite fixée de nombres
premiers p=p; <p2 < ....

Elle est de dimension infinie si le nombre de ses générateurs, les termes de p, est infini. S’il n’y en a
qu’un nombre fini, égal a d, nous disons qu’elle est de dimension d.

Soit a = (ay)k>1 'énumération croissante des éléments de C. Soit F' un espace de fonctions mesurables,
sur [0, 1] équipé de la mesure de Lebesgue.

Nous dirons que C est F-bonne pour (SK) (resp. (SR)) si quelle que soit f € F, la convergence
suivante a lieu presque stirement ((y) désigne la partie fractionnaire du réel y) :

% Sy flaka)) — [y f(Hdt (SK)

(resp. = 05, f((a + 20) = fo f(B)dt (SR))

La premiere convergence fait référence a la conjecture de Khinchin, la seconde ((SR)) au probleme des
Sommes de Riemann.

Si la convergence presque stire dans 'une ou l'autre n’a pas lieu pour une certaine f € F, nous
qualifierons la chaine C de F'-mauvaise pour le probleme correspondant.

Concernant ces deux probléemes de convergence, les résultats suivants étaient connus :

SiC =N, C est L®-mawvaise pour (SK) ([Ma], qui infirme la conjecture de Khinchin).

Si C est de dimension 1, elle est L*-bonne pour (SR) [Je] et (SK) (Théoréme de Birkhoff).

Si C est de dimension infinie, elle est L -mauvaise pour (SR) [Ru.

Si C est de dimension d, elle est Llog LY~ 1-bonne pour (SR) [DuPi], et L>-bonne pour (SK) [Ma].
De plus, l'espace Llog L~ est en un certain sens optimal [BuWe].

Si C est de dimension finie, elle est L*-bonne pour (SK) [Nal].

Il restait & savoir si une chaine peut étre de dimension infinie et L!-bonne pour (SK), question posée
dans [Nal].
Dans [La3], nous répondons & cette question sous la forme suivante :

Théoréme [La3].
Il existe une chaine admettant une infinité de générateurs et qui soit L'-bonne pour (SK).
Si la densité inférieure de la chaine est strictement positive, alors elle est L -mauvaise pour (SK).
1l existe une chaine de densité nulle et qui soit L -mauvaise pour (SK).

Les bonnes chaines y sont construites a I'aide du Théoréeme ergodique de Tempel’'man, les mauvaises
a laide de la méthode entropique [Bou], [RoWi].

Au dernier chapitre, le sixiéme, nous présentons notre étude de la renormalisation des systémes de
numération de l'intervalle, qui synthétise et simplifie certains résultats de [Ga], [Sa] et [Sc].

Apres la définition générique d’un tel systéme, nous exposons rapidement les résultats de [Lal], qui
servent de motivation a I’étude de la renormalisation.

Soient A la mesure de Lebesgue, et P = (P;);>0 une suite de partitions en sous-intervalles de l'intervalle
[0, 1], telle que P;11 soit plus fine que P;, et que I'union des atomes des P; suffise & engendrer la tribu
des ensembles Lebesgue mesurables.



Supposons que P; = {P; ; : j € E;} et que P; ; = (a;,b; ;). Pour presque tout z € [0, 1], il existe pour
chaque 7 un unique j;(z) € E; tel que x € P, j,(,). Pour chaque 4, choisissons ¢; = t; 1 ou bien t; = t; 5, o1

tii(x) = 5 tio(x) .
biji(w) = @iji(a) biji(w) = @iji(a)

Dans [LaTh] nous prouvons le

Théoréme [LaTh]. Supposons que pour Lebesque presque tout x € [0, 1],
N
P .
D g LS ICH )
N = NP1,y ()

Alors presque sirement, quel que soit p > 1, la suite ((t;(z),... titp—1(x))i>0 est uniformément dis-
tribuée dans [0,1]P (autrement dit la suite (¢;(x))i>0 est complétement uniformément distribuée).
Supposons qu’il existe ¢ > 1 et k > 1 des entiers tels que presque sirement,

APithjin@) _ 1
/\(Pi,ji(:v)) q

Alors presque strement, la suite (t;(x))i>0 est uniformément distribuée dans [0,1].

Ce théoreme s’applique tres facilement. Sa seconde partie permet par exemple d’obtenir presque
immédiatement que si T est la transformation des fractions continues, si (g,) désigne la suite des
dénominateurs des convergeants p,,/q, dans l'algorithme des fractions continues, alors presque slirement,
la suite (¢,(x)), avec
(qn + anl)Tnx

Gn +qn1Tra

tn(z) =
est uniformément distribuée dans [0, 1].

La liste des références bibliographiques se trouve en fin de document.
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¢8I : Systemes dynamiques, préliminaires

Ce chapitre regroupe les définitions et résultats les plus fréquemment utilisés dans la théorie des
systemes dynamiques. 1l sert de préambule aux Chapitres II-VI. Nous y avons distingué :

— les aspects topologiques;

— les aspects métriques et spectraux.

§ I.1 : les aspects topologiques.

Concernant la dynamique topologique nous nous référons & [Au], [El], [ElGo], [GoHe], et [HaKa]
essentiellement.

Définition I.1.1.
Soient X un espace métrique compact et G un (semi)-groupe topologique.
Un (semi)-groupe de transformations est un triplet (X,G,m) ot m: X x G — X est continue et telle
que (e est I’élément neutre de G)
m(x,e) =z, x € X;
m(m(x,s),t) =n(z,st), x€X, s,teq.
Le triplet (X, G, ) est un systéme dynamique topologique.
Nous considérerons surtout le cas de G =7 (sauf au chapitre V ott G = N? ou bien G = U,N).

Lorsque G = Z, il existe un homéomorphisme T : X — X tel que w(x,n) = T"x. Le systéme
dynamique est alors simplement défini par le couple (X, T).

Facteurs, récurrence, et mesures invariantes.

La dynamique topologique étudie la structure des “orbites”, et essaye de savoir “distinguer’ou “rap-
procher” deux flots topologiques (X, T) et (Y, S). Cette tentative trouve sa formulation la plus élémentaire
(et la plus forte) grace au concept de facteur :

Définition I1.1.2.

On dit que (Y,S) est un facteur (topologique) de (X,T) (on dira aussi que le second flot est une
extension du premier) s’il existe une application surjective continue ¢ : X — Y telle que poT = S o ¢.
Nous noterons alors simplement

¢: (X, T) — (Y, 5).

St ¢ est bijective, nous dirons que les flots sont topologiquement isomorphes.

Nous désignerons souvent par la méme lettre T a la fois laction sur l'extension et sur le facteur.

Un invariant topologique est une propriété des flots topologiques invariante par isomorphisme topologique.
L’orbite d’un point x du flot (X,T) est l’ensemble

O(z) ={T"x :n € Z}.

Sa cloture d’orbite, notée O(x), est la cloture de son orbite dans la topologie de X .
Le flot engendré par x est le flot (O(x),T), qui est bien défini muni de la transformation restreinte.

En dynamique topologique, les propriétés de récurrence constituent un point important dans I’étude de
la structure des orbites. Ceci est bien exposé dans [GoHe] (dont nous reprenons en partie la terminologie)
(voire aussi [Fu2]).

Un sous-ensemble E de Z est dit syndétique (on dit aussi @ lacunes bornées) si un nombre fini de ses
translatés suffit a recouvrir Z. Voici les notions de base concernant la récurrence :



Définition I1.1.3.

Le point © € X est dit transitif s’il a une orbite dense dans X.

On dit que le flot (X, T) est transitif si X contient un point transitif.

On dit que x est périodique si son orbite O(x) est compacte.

On dit que le flot (X, T) est périodique s’il contient un point transitif et périodique.

On dit que (X,T) est minimal si tous ses points sont transitifs, ou encore si quel que soit x € X,
O(z) = X.

On dit que = est quasi-périodique si O(z) est minimal.

On dit que x est régulierement quasi-périodique si quel que soit V un voisinage de xz, ’ensemble des
temps de retours de x a 'V, noté Z(V,x), et défini par

Z(V,x)={n€eZ : T 'z e V},

contient un sous-groupe syndétique de 7.

Le point x est dit isochrone si quel que soit le voisinage V de x, Z(V,x) contient un translaté d’un
sous-groupe syndétique de 7Z.

Le flot (X,T) est dit équicontinu si la famille d’applications {T™ : n € Z} est équicontinue.

Le flot (X, T) est dit expansif s’il existe § > 0 tel que quels que soient x # x’ dans X, sup,,c; d(T"x, T"z") >
0 (ici d est une distance choisie sur X ).

Une mesure invariante du flot (X,T) est une mesure de probabilités borélienne y de X telle que
poTl = p.

Nous noterons Mrp(X) leur ensemble, qui est non vide, et qui muni de la topologie de I’-faible con-
vergence, est un espace métrique compact.

Un flot (X,T) est dit uniquement ergodique si Card Mp(X) = 1.

1l est strictement ergodique s’il est a la fois minimal et uniquement ergodique.

Citons le lien entre facteur et relation d’équivalence invariante fermée :

Proposition-Définition 1.1.4.

Soient (X, T) un flot, et R une relation d’équivalence fermée sur X telle que si xRz, alors TeRTx'
(on dit que R est T-invariante).

L’application quotient topologique mr : X — X/R induit une Z-action quotient engendrée par ’application
induite Tr : X/R — X/R. Alors i : (X,T) — (X/R,Tr) est un facteur.

Réciproquement, étant donné 7 : (X,T) — (Y,S), en convenant que xRz’ si et seulement si w(x) =
m(x'), (Y,S) est topologiquement identique au flot (X/R,Tr).

Maintenant nous énumérons quelques remarques concernant la persistance des propriétés de récurrence
par passage a un facteur, quelques propriétés liées a la quasi-périodicité, et introduisons le facteur
équicontinu maximal :

Proposition-Définition I.1.5.

Un facteur d’un flot minimal (resp. transitif) est minimal (resp. transitif).

Un facteur d’un flot équicontinu est équicontinu.

Si un flot minimal contient un point isochrone, il contient un point régulierement quasi-périodique, et
on dit que c’est un flot réguliéerement quasi-périodique.

Tout point d’un tel flot est isochrone.

Un point est quasi-périodique si et seulement si quel que soit son voisinage V, Z(V,x) est syndétique
(ou a lacunes bornées).

Etant donné un flot (X,T), il admet un facteur équicontinu w. : (X, T) — (Y,S) ayant la propriété
sugvante : tout facteur équicontinu m : (X,T) — (Z,R) se “factorise a travers” m., i.e. il existe un
facteur my z : (Y, S) — (Z,R) tel que

T =TYy,7Z O Te.
On appelle . le facteur équicontinu mazimal du flot (X, T).

Les deux propositions qui suivent permettront de caractériser topologiquement les flots de Toeplitz au
chapitre IIT :



DOCUMENT DE SYNTHESE 7

Proposition-Définition I.1.6.

Un facteur ¢ : (X, T) — (Y, S) est dit quasi-automorphe s’il existe y € Y tel que Card ¢~1({y}) = 1.
On dit que y est un point de quasi-automorphie.

Si¢: (X, T)— (Y,S5) est un facteur quasi-automorphe entre flots minimauz, et si (Y,S) est régulié-
rement quasi-périodique, alors le flot (X, T) est réguliérement quasi-périodique aussi.

Preuve. Soient y un point de quasi-automorphie, et z tel que ¢(z) = y. Soit (V;,) une base de voisinages
de y. Alors (¢=1(V},)) en est une de . Et pour chaque V voisinage de z, il existe n tel que Z(V,,,y) =
Z(¢p~*(V,,),x) C Z(V,z), et donc, puisque y est isochrone, x 'est. Par minimalité, le flot (X,T) est
régulierement quasi-périodique aussi.

Le résultat suivant se trouve dans [Pau], et utilise la relation de quasi-proximalité régionale [Au] qui
détermine le facteur équicontinu maximal :

Proposition I.1.7.
Supposons qu’un flot minimal (X, T) admette un facteur équicontinu quasi-automorphe. Alors le flot
équicontinu en question est son facteur équicontinu mazimal.

Entropie, shifts, codes et complexité.

L’entropie topologique a été introduite dans [AdKoMA] (cf. [HaKal] ou se trouvent des définitions
équivalentes) :

Proposition-Définition 1.1.8.

Soient (X, T) un flot topologique, et U ’ensemble des recouvrements ouverts finis de X .

Sid = {Us,... Uy} et V={V1,...,Vi,} sont deuz éléments de U, nous notons U\/V = {U; NV} :
U; NV; # 0} leur raffinement commun, et désignons par N(U) le nombre de recouvrement de U.

Nous notons U =UN\/ T U\ ...\ T~ U.

Alors la limite h(U,T) = lim,, L log N(U") eziste.

L’entropie topologique de (X, T), notée hiop(X,T), est définie par

hiop(X,T) = sup h(U, T).
uedd

C’est un invariant topologique, et si m: (X, T) — (Y, S) est un facteur, alors hiop(X,T) > hiop(Y, S).

Une classe importante de flots (X, T), qui retiendra notre attention, est celle des sous-shifts [He] :
Proposition-Définition 1.1.9.

Soit ¥ un ensemble fini non vide muni de la topologie discréte : on appelle un alphabet.

Soit Q = X% muni de la topologie produit, et appelons shift ou décalage la transformation notée S de
Q dans lui-méme définie par

(Sw)p =wnt1, NEZ, w= (Wp)nez € N

Un sous-shift (sur Ualphabet ) est un flot (X, S) avec X C Q fermé et S-invariant (SX = X ).
Soit (X, T) une Z-action expansive, et supposons que X est (compact métrique) totalement discontinu.
Alors (X, T) est topologiquement isomorphe a un sous-shift.

Dans le cas spécifique des sous-shifts, 'entropie et les facteurs s’expriment simplement :



Proposition-Définition 1.1.10.

Soient X1 et Yo deuz alphabets, et notons X7 et X3 les ensembles correspondants de mots de longueur
finie. On note XY l’ensemble des mots de longueur n écrits sur l’alphabet 1.

Soient n > 1 et p(n) le nombre de mots de longueur n lus dans les éléments de X, ot (X,S) est un
sous-shift.

Alors hiop(X,S) = lim, %bgp(n). La fonction (p(n)) est appelée la fonction complexité faible de
(X,9).

Un code de longueur n est une application f : 3} — Xo.

Soient (X,8) et (Y,S) deux sous-shifts et ¥y, Yo leurs alphabets respectifs. On dit qu’un facteur
7:(X,8) — (Y, S) est déterminé par un code f de longueur 21 + 1 s’il existe un code f : L3+ — 5,y de
longueur 21 + 1 tel que quels que soient x € X et k € Z,

m(x)n = flz[n —1,n+1]).

Tout facteur entre sous-shifts est déterminé par un code, et tout code détermine un facteur de facon
naturelle.

§ 1.2 : les aspects métriques et spectraux.

Le lecteur pourra consulter [CoFoSi], [DeGrSi], [Kr], [Pa2] et [Rud], auxquels nous renvoyons pour les
définitions et résultats qui suivent :

Définition 1.2.1.
Soient X un espace métrique compact et p une mesure de probabilités borélienne sur X.
Le couple (X, p) est un espace de Lebesgue.
Soit T un (semi)-groupe topologique, d’élément neutre e, que 'on muni de sa tribu borélienne.
Une T-action mesurée est un quadruplet (X, T, p, ) remplissant les conditions suivantes :

(1) w:XxT— X est mesurable;

(1i) w(z,e) =x p presque sirement,

(t3i) w(n(z,s),t) =n(x,st) pp.s., pour tout s,t € T;
(iv) 7(-8)p = p, pour tout s € T.

Un ensemble mesurable A C X est T-invariant si pour tout t € T, 7(-,t) "1 A = A modulo 0.
Le systeme (X, T, u, ) est dit ergodique si tout ensemble invariant est de mesure 0 ou 1.
Soient End(X, 1) et Aut(X, u) les ensembles d’applications mesurables T : X — X définis par

End(X,p) ={T : Tp = u} (les endomorphismes),
Aut(X,p) = {T € End(X, i) : il existe T~ et T~ € End(X, )}
(les automorphismes).

Une Z resp. N-action mesurée sur (X, p) est alors déterminée par la donnée de T € Aut(X, p) resp.
End(X, p). Nous noterons simplement (X,T,u) ouT.

Etant donné une autre Z-action mesurable (Y, S,v), nous dirons qu’elle est un facteur de (X, T, 1) (ou
que (X,T,u) est une extension du facteur) s’il existe une application ¢ : X — Y mesurable telle que
pu=vetpoT =Soqp.

Un isomorphisme est un facteur bijectif modulo 0 et d’inverse mesurable. Nous parlerons alors de
systémes métriquement isomorphes.

Un invariant métrique est une propriété des systemes mesurés stable par isomorphisme métrique.

Nous désignerons souvent par la méme lettre T 'action sur le facteur et sur l’extension.

Tribus invariantes, entropie,
Pinsker, Principe variationnel et modéeles topologiques.

Dans le cas mesuré ce sont les sous-tribus invariantes qui déterminent les facteurs [Roh] :
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Proposition 1.2.2.

Soient (X, T, u) une Z-action mesurée, et F une sous-tribu d’ensembles p-mesurables et T-invariante
(i.e. si A€ F, alorsTAE€ F).

Notons (Y, v) Uespace de probabilité quotient de (X, ) par les atomes de F.

Alors Uapplication quotient induit une Z-action mesurée sur (Y,v), et produit donc un facteur entre
les flots mesurés.

Réciproquement, tout facteur est déterminé par la tribu image réciproque dans l’extension de la tribu
borélienne du facteur, de la fagon décrite précédemment.

Pour les Z-actions il existe une définition de I’entropie métrique :

Proposition-Définition 1.2.3.

Soient P une partition finie mesurable de l’espace de Lebesque (X, i) et P leur ensemble.

Notons P\/ Q le raffinement commun a P,Q € P.

Notons h,(P) = = pep n(P)log u(P).

Soit T € Aut(X,p). Commeh,(PV Q) < h,(P)+h,(Q), il s’ensuit qu’en posant P* = P\/ TP\ ...\ TP,
la limite hy,(P,T) = lim, ~h,(P") eziste.

Alors Uentropie métrique de (X, T, ), notée h,(X,T), est définie par

h,(X,T) = sup h,(P,T).
PeP

C’est un invariant métrique : ’entropie d’un facteur est moindre que celle de son extension.

Parmi les facteurs d’entropie nulle d’un flot mesuré, I'un, le “facteur de Pinsker”, se distingue plus
particulierement :

Proposition-Définition 1.2.4.
1l existe, parmi tous les facteurs métriques d’entropie nulle de (X, T, pn), un facteur © : (X, T,pu) —
(Y, S,v) d’entropie nulle ayant la propriété de mazimalité suivante : quel que soit le facteur ¢ : (X, T, u) —

(Z,R, \) tel que ha(Z, R) = 0, il existe un facteur ¢ : (Y, S,v) — (Z, R, \) tel que
6=1om

Le facteur (Y, S,v) est appelé le facteur de Pinsker ou facteur maximal d’entropie métrique nulle. C’est
un invariant d’isomorphisme métrique.

Un lien important entre les entropies topologiques et métriques pour les Z-actions est le principe
variationnel [DeGrSi] :

Théoréme 1.2.5.
Etant donné une Z-action (X,T), on a

hiop(X,T) = sup  h,(X,T).
HEMT(X)

Pour un sous-shift strictement ergodique les entropies topologiques et métriques coincident donc de
fagon naturelle.

Le théoreme de Jewett-Krieger [DeGrSi] permet de représenter un flot mesuré ergodique d’entropie
finie par un sous-shift strictement ergodique :

Théoréme 1.2.6.
Soit (X, T, u) une Z-action ergodique d’entropie métrique finie. Alors le flot (X, T, u) est métriquement
isomorphe d un sous-shift strictement ergodique (muni de sa seule mesure de probabilités invariante).

Pour les sous-shifts strictement ergodiques, nous pouvons relier la seule mesure invariante aux fréquences
d’apparitions de mots :
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Proposition-Définition 1.2.7.
Soient (X, S) un sous-shift strictement ergodique sur 'alphabet 3, et p telle que Mg(X) = {u}.
Soient B un mot de longueur n sur X, et k € Z : posons

[Blk = {z € X : z[k,k + n[= B}.
Alors quels que soient x € X et k € Z,
1 . o
p([Blg) = lim ECard {0 <i<m:zi,i+n[= B}.
La limite ci-dessus s’appelle la fréquence d’apparition du mot B dans x.

Propriétés spectrales.
Nous renvoyons le lecteur & [CoFoSi, [Pa2].

Proposition-Définition 1.2.8.
Soit (X, ) un espace de Lebesgue.
Soit T € Aut(X, ).
Notons L3(u) Uensemble des f € L*(pn) d’espérance nulle.
Notons Ur Uopérateur unitaire Uy : LE(u) — L3(p) défini par

Urf=foT, feLi).

Les valeurs propres de Ur sont de module 1, et elles constituent un sous-groupe multiplicatif dénombrable
de {|z] = 1}.

Etant donnée f € L2(p), notons H(f) le sous-espace fermé de L2(11) engendré par les itérés de f sous
Ur.

Comme la suite (KURS, f >)nez est définie positive, elle s’identifie a celle des coefficients de Fourier
d’une unique mesure borélienne oy sur {|z| = 1}.

La mesure oy est la mesure spectrale de f.

Il existe une décomposition canonique

L3(w) = P H(f),

i>0

avec 0y, K 0y, (absolue continuité).

Le type de la mesure oy, est le type spectral mazimal de Ur.

Appelons Ag le support de oy, et Aiy1 le support de doy,, /doy,. La fonction ) .. 1a, définie oy,
presque sturement est la fonction multiplicité spectrale. -

Son image essentielle est I’ensemble des multiplicités spectrales, et la multiplicité spectrale, notée m(T),
est le mazximum des multiplicités spectrales.

La décomposition spectrale est décrite par la donnée du type de la mesure oy, ainsi que la fonction
multiplicité.

On dit que T a un spectre simple si m(T) =1 (L3(u) est cyclique).

Le spectre est dit continu ou discret selon que oy, est continue ou discreéte.

Le spectre est pur s’il n’est pas mixte, i.e. 0y, est purement continue, ou purement discreéte.

Le spectre est dit Lebesgue si oy, est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Sinon il est singulier.

Le spectre discret est celui de l'opérateur Ur restreint au sous-espace fermé de LE(1) engendré par ses
fonctions propres.

Le spectre rationnel est celui de Ur restreint au sous-espace fermé de L3(u) engendré par ses fonctions
propres associées a ses valeurs propres racines de l'unité.
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Si le systeme (X, T, u) est ergodique et a un spectre discret pur, il est métriguement isomorphe d
une rotation ergodique sur un groupe monothétique compact. Alors les invariants métriques et spectraux
coincident.

Un invariant spectral de T est un invariant unitaire de la paire (L3(u), Ur).

Le systéme est ergodique si 1 n’est pas valeur propre de Ur.

11 est faiblement mélangeant si Ur n’a pas de valeur propre.

Le facteur a spectre discret mazimal du flot ergodique (X, T, 1) est celui associé a la sous-tribu rendant
les fonctions propres de Up mesurables.

Le facteur a spectre discret rationnel mazimal du flot ergodique (X, T, p) est celui associé a la sous-tribu
rendant les fonctions propres associées a4 des valeurs propres racines de l'unité de Up mesurables.

Partitions, tours, rang, approximations cycliques, centralisateur.
Voici le “Lemme de Rohlin” [Rud, p. 33], [Wel], qui est un outil important en dynamique métrique :

Proposition-Définition 1.2.9.

Soit (X, T, u) une Z-action non périodique.

Alors quels que soient e > 0 etn > 1 il existe F C X mesurable tel que les ensembles F,TF,... T 'F
sont deux a deux disjoints et

n—1
N(ZTiF) >1—e.
i=0

Sans la condition sur ¢, la famille (F,TF,... , T""1F) est appelée une tour de Rohlin de hauteur n et
de base F.

Notons £ la partition par points de X.

Définition 1.2.10.

Nous dirons qu’une suite (Py,) de partitions mesurables de espace de Lebesgue (X, ) converge vers
E si quels que soient A C X mesurable et € > 0, il existe ng tel que sin > ng et o(P,) désigne la tribu
engendrée par Py, il existe A,, € o(Py) vérifiant u(A AN A,) < e.

Nous noterons P, — £.

Nous dirons que la suite (Py,) de partitions mesurables de (X, u) décroit si pour chaque n, Ppiq est
plus fine que Py,.

On trouvera dans [Fe] beaucoup de détails sur le rang :

Proposition-Définition 1.2.11.

Le systéme (X, T, u) est de rang au plus v si pour tout k > 1, il existe r sous-ensembles mesurables
F,z, 1<j<r, etr entiers n;c, tels que pour chaque 1 < j <, (F,z,TF,g, e ,T"i-_lF,z) est une tour de
Rohlin, et si ‘

Gy =X \Ur_, Uk T,
P ={Gy, T'F]:0<l<nl, 1<j<r},
alors Py, — & et (Py) décroit.

Le systéme est de rang r s’il est de rang au plus r mais pas au plus r — 1.

S7il n’existe pas de tel entier r, nous dirons qu’il est de rang infini.

Nous notons r(T) le rang du systeme (X, T, u).

Alors 1 < r(T) < oo, et c’est un invariant métrique.

L’inégalité suivante relie la multiplicité m(T) au rang r(T) [Ch2] :

m(T) < r(T).

Suivant [CoFoSi, Chap. 15], nous avons la
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Proposition-Définition 1.2.12.

Si (X, T, 1) est une Z-action mesurée, nous dirons que T admet une approzimation cyclique de vitesse
f(n) s’il existe une suite de partitions mesurables Pp, = {Cy, ... ,Ch,—1} qui converge vers €, des auto-
morphismes T,, de (X, p) qui permutent cycliquement les éléments de Py, tels que

hp—1
> wIC ATNC) < f(hn).

Jj=0

Si T admet des approzimations cycliques de vitesse 8/n, 0 < 1, alors (X, T, ) a un spectre simple.
Et si la vitesse est o(1/n), (X, T, ) est de rang 1.
Si (X, T, ) admet des approzimations cycliques de vitesse 8/n avec 6 < 4, alors (X, T, ) est ergodique.

Un objet important dans I’étude des systémes mesurés est le centralisateur métrique [Kil,2], [New1,2]

Proposition-Définition 1.2.13.
Soit (X, T, ) une Z-action.
Le centralisateur métrique de T est I’ensemble C(T) défini par

CT)={Se€EndX,pu): SoT =ToS}.
On dit que le systéme est métriguement coalescent si C(T) est un groupe.
C’est le cas si sa multiplicité m(T') est finie [Newl], et donc également si son rang l’est.
Le centralisateur est muni de la topologie métrique compléte déterminée par la convergence faible :
S, — S < quel que soit A C X mesurable, p(ST*AN S;TA) — 0.
Notons Wel(T) la cloture dans cette topologie de l’ensemble {T™ : n € Z} : c’est un groupe, et si
C1(T) désigne le groupe des éléments inversibles de C(T), Wcl(T) en est un sous-groupe distingué.
Le groupe quotient dans le centralisateur est le quotient

C1(T) | Wel(T).

L’ordre du groupe quotient dans le centralisateur sera noté o(T).
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¢IT : Le facteur maximal d’entropie topologique nulle

Considérons une Z-action topologique (X, T') (cf. Déf*™ 1.1.1.), et choisissons une mesure de probabilités
ergodique T-invariante p € Mrp(X) (cf. Déf'" 1.1.3.), qui détermine le flot mesuré (X, T, pu) (cf. Déft"
1.2.1).

Considérons les points connus suivants :
e l'entropie topologique hop(X,T) (cf. Prop.-Déf"™ 1.1.8.).
e l'entropie métrique h,(X,T) (cf. Prop.-Déf"" 1.2.3.).

e le facteur équicontinu maximal (cf. Déf"" 1.1.2. et Prop.-Déf'™ 1.1.5.).
e le facteur a spectre discret maximal (cf. Déf'™ 1.2.2. et Prop.-Déf'" 1.2.8.).

e le facteur maximal d’entropie métrique nulle (cf. Prop.-Déf'™ 1.2.4.).

La “piece manquante” apparait toute seule : c’est le facteur maximal d’entropie topologique nulle, dont
on congoit aisément la notion. Le point essentiel de [BlLa] est la preuve de son existence.

Nous présentons ci-apres et successivement :

— les constructions de base de F. Blanchard;

— le facteur maximal d’entropie topologique nulle;

— une sélection de résultats récents concernant les facteurs maximaux d’entropie topologique nulle.

§ I1.1 : les constructions de base de F. Blanchard.

Dans [Bl1] est introduite la notion de recouvrement standard, et dans [Bl2] celle de couple d’entropie,
accompagnée des preuves des propriétés essentielles associées. Nous regroupons tout cela dans ’énoncé
suivant :

Proposition-Définition I1.1.1. Un recouvrement U = {U,V} de X par deux ouverts non denses est
un recouvrement standard.
Etant donné un tel recouvrement, deuz points x # ' € X sont dits séparés par U si x € Int(X\U) et
e Int(X\V).
Un couple (x,2') € X2 est appelé un couple d’entropie si dés que U est un recouvrement standard
séparant x et ',
hiopU,T) > 0.

L’ensemble des couples d’entropie est noté E(X,T).
Alors hiop(X,T) > 0 si et seulement si E(X,T) # 0.
Soit ¢ : (X, T) — (Y, S) un facteur topologique. Alors

(1) si(z,2') € BE(X,T) et ¢p(x) # ¢(2'), alors (p(x),d(z")) € E(Y,S);
(i) si(y,y') € E(Y,S), il existe (z,2') € E(X,T)N (¢~ ({y}) x o7 ({¥'}))-

§ I1.2 : le facteur maximal d’entropie topologique nulle.
Enoncons d’abord le résultat principal de [BlLa] :
Théoréme 11.2.1. Etant donné un flot topologique (X,T), il existe un facteur topologique mo : (X, T) —
(Xo,T) unique a isomorphisme prés, tel que Uentropie topologique de (Xo,T) soit nulle, et ayant la

propriété de mazimalité suivante : quel que soit le facteur my : (X,T) — (X1,T) tel que hop(X1,T) =0,
il eziste un facteur mo 1 : (Xo,T) — (X1,T) tel que

T = 70,1 © TQ-

La preuve est élémentaire : (Xo,T) est le flot quotient de (X, T') par la plus petite relation d’équivalence
T-invariante fermée contenant E(X,T) (voire Prop!™ 1.1.4.).
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Ensuite dans [BlLa] nous énongons quelques applications.
Le flot (X, T) est un K-systéme topologique si, /\x désignant la diagonale de X?,

E(X,T)UAx =X x X.

Ceci équivaut & ce que hyop(U,T) > 0 dés que U est un recouvrement standard de X.

Un tel systeéme est alors topologiquement faiblement mélangeant [Bl1] (i.e. (X x X, T xT) a une orbite
dense, cf. Déf'™ 1.1.2.).

Dans [Bl1] il est démontré que si (X,T) est un K-systeme topologique et (Y, .S) est minimal d’entropie
nulle, alors (X x Y, T x S) est tel que le seul fermé T x S-invariant de projections pleines de X x Y est
X x Y (les flots sont alors dits topologiquement disjoints).

Proposition I1.2.2. Soient (X, T) un K-systéme topologique, et (Y,S) d’entropie nulle tel que Y conti-
enne un ensemble dense de points quasi-périodiques. Alors, Nx«y désignant la diagonale de (X x Y)?,

E(X xY, T xS)UAxxy = {((z,9),(2",y)) 1 2,2" € X, y e Y},

et donc le facteur mazimal d’entropie topologique nulle de (X X Y, T x S) est égal a (Y, 5).

Dans le cas métrique le “Pinsker du produit est le produit des Pinskers’” [Pa2] : nous donnons dans
[BlLa] un exemple de produit d’'un K-systéme topologique par un flot d’entropie nulle dont le Pinsker
topologique n’est pas égal au flot d’entropie nulle en question.

Rappelons [Ful] que pour que deux flots soient topologiquement disjoints il est nécessaire que I'un au
moins soit minimal. Nous obtenons dans [BlLa] la

Proposition I1.2.3. Seul le flot trivial est disjoint de tous les flots de Pinsker topologique trivial.

Métriquement, deux flots ergodiques (cf. Prop.-Déf'™ 1.2.1.) sont disjoints si la seule mesure de
probabilités invariante pour 'action produit et dont les marginales sont égales aux mesures des facteurs,
est la mesure produit [Ful]. Un systéeme ergodique est un K-systéme métrique si et seulement s’il est
métriquement disjoint de tous les flots mesurés ergodiques d’entropie métrique nulle [Rud].

Les Propositions I1.2.2. et I1.2.3. nous montrent donc que ’analogie topologique-métrique est limitée.

En appendice de [BlLa] nous donnons les premiéres définitions de K-systéme topologique relativement
a un facteur, qui seront exploitées plus tard par d’autres auteurs [G1We3].

§ I1.3 : une sélection de résultats récents concernant
les facteurs maximaux d’entropie topologique nulle.

L’apparition des couples d’entropie et des facteurs maximaux d’entropie topologique nulle a suscité
la recherche de quelques auteurs dans cette voie nouvelle. Les contre-exemples de [BlLa] ont motivé
cette recherche partiellement. Les questions naturelles étaient de déterminer la structure topologique de
I’ensemble des couples d’entropie, et de décrire le “Pinsker topologique” d’un produit.

Le premier pas vers les réponses & ces questions a été fait dans [BlHoMaMaRu], ou le biais de la
mesure, qui s’est avéré essentiel par la suite, est introduit :

Définition-Théoréme I1.3.1. Soient (X,T) une Z-action topologique, et u une mesure T-invariante.
Deuz points x # ' constituent un p-couple d’entropie si quelle que soit la partition mesurable P =
{F,X \ F} telle que F contienne un voisinage de x et X \ F' en contienne un de 2’ (on dit alors que P
sépare x et '),
hu(P,T) > 0.

Notons E,(X,T) leur ensemble.
Les p-couples d’entropie sont toujours des couples d’entropie topologique.
Si h,(X,T) >0, alors E,(X,T) # 0.
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Soit ¢ : (X, T) — (Y, S) un facteur : alors

(i) si F est ouvert non dense et si h,({F, X\ F},T) >0
alors il existe (x,x") € E, (X, T) tels que {F, X \ F'} sépare x et z';
(1) si(z,2") € Ey(X,T) et ¢(x) # ('), alors (¢(x),d(z')) € Egu(Y,S).

Ennotanty,, : (X,T) — (Xn,,Th,) le facteur quotient par la plus petite relation d’équivalence T-invariante
fermée contenant E,(X,T), on obtient le facteur topologique mazimal de p-entropie nulle.

Si (X, T) est uniquement ergodique, et 1 est sa seule mesure invariante, alors les p-couples d’entropie
sont exactement les couples d’entropie topologique.

La question naturelle qui en découle fut résolue dans [BIGIHo|, ou E(X,T) et les “E,(X,T)” sont
completement reliés :

Théoreme I1.3.2. Soit ¢ : (X,T) — (Y,S) un facteur et u € Mr(X) une mesure invariante.
Supposons que (y,y") € Ey,(Y,S).
Alors il eziste (x,2") € E,(X,T)N (¢ ({y}) x o7 ({y'})).
1l eziste toujours p € Mp(X) telle que

E(X,T) = E,(X,T).

Cependant, on ne peut pas toujours choisir i ergodique.
Mais en notant M$(X) le sous-ensemble de Mrp(X) constitué des mesures ergodiques,

E(X, T)UAx = Upemg ) Eu(X,T).

C’est finalement E. Glasner qui a su localiser les couples d’entropie topologique [Gl]. Il y a obtenu
des liaisons fines entre la relation de proximalité [Au] et I'ensemble E(X,T), et également donné une
description complete du Pinsker topologique d’un produit.

Nous ne citerons que le résultat suivant de [G]] :

Théoréme 11.3.3. Soient 7 : (X,T) — (Y,S) un facteur topologique, p € Mrp(X) et supposons que
(Y, S, mu) soit le Pinsker métrique du systéeme (X, T, p).
Soit 1= [y pydrp(y) une décomposition de la mesure pi suivant w [CoFoSi], et

A= [ Gy )ity

le produit indépendant de p par elle-méme au-dessus de .
Soit A, le support topologique de A. Alors

(17)  sip€ MS(X) alors E,,(X,T) = Ay;
(138) 81 hyop(X,T) > 0 alors il existe p € Mrp(X) telle que E(X,T) = A, \ Ax;
(’L’U) E(X, T) = U/AEM%(X)AM

() EP«(X7T) = AH\AX5

Mentionnons également [G1We2], ot E. Glasner et B. Weiss prouvent un théoréme de type Jewett-Krieger
(cf. Théoréme 1.2.6.), et répondent & une question de [Bl2] et une de [GIWe3] (rappelons qu'un K-systéme
topologique a un Pinsker topologique trivial) :

Théoréme 11.3.4. Etant donnée une Z-action mesurée ergodique (X, T, p) d’entropie h,(X,T) >0, i
existe un K -systeme topologique strictement ergodique qui lui est métriquement isomorphe.

Pour conclure, indiquons [GIWel,4] ol la notion de facteur d’entropie nulle est étudiée pour les
quasi-facteurs et les flots adjacents sur Mr(X).
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§III : les flots de Toeplitz

L’appellation “Toeplitz” fut introduite par K. Jacobs et M. Keane [JaKe] (cf. [Ne] aussi), en référence
aux travaux de O. Toeplitz sur les fonctions presque périodiques [Toe].

Cependant les suites et flots de Toeplitz apparaissent plus t6t dans la littérature [GaHe], [Ox], [Ful];
ces suites sont appelées les éléments régulierement quasi-périodiques du shift par W. Gottschalk et G.
Hedlund [GoHe] (cf. Déf'™ 1.1.3.).

Les flots associés ont souvent été utilisés comme (contre)-exemples illustratifs de certains phénomenes
dynamiques, par exemple concernant ’existence de flots minimaux non uniquement ergodiques.

Nous avons plutot envisagé ces flots en tant que classe spécifique, et tenté d’en comprendre certains
aspects métriques et/ou topologiques. Du point de vue topologique, on sait depuis [MaPa] que les
flots de Toeplitz sont exactement les sous-shifts minimauz extensions quasi-automorphes de machines a
additionner.

Nous avions caractérisé dans [DoKwLa] I'isomorphisme topologique des flots de Toeplitz, et y avions
construit des flots de Toeplitz d’entropie topologique prescrite (cf. Prop.-Déf'™ 1.1.8.).

Dans [IwLa] et [DoLal,2] nous avons étudié aussi ’aspect métrique et spectral dans cette classe de
flots.

Nous scindons ce chapitre en les sous-chapitres suivants :

— la définition, le facteur équicontinu maximal, et les caractérisations topologiques et métriques;

— un petit tour d’horizon des résultats avant la caractérisation métrique;

— les extensions quasi-automorphes de type Furstenberg-Weiss.

§ IT1.1 : la définition, le facteur équicontinu maximal,
et les caractérisations topologiques et métriques.

Nous renvoyons le lecteur aux (Prop.-)Déft" 1.1.2-3, 1.1.5 et 1.1.9. concernant les clotures d’orbites,
les flots régulierement quasi-périodiques et les sous-shifts, dont nous conservons les notations.

Définition IT1.1.1. Une suite de Toeplitz sur l’alphabet X2 est un élément n non périodique et réguliérement
quasi-périodique de 2.

Un flot de Toeplitz (O(n), S) est le flot associé a une suite de Toeplitz.

Les flots de Toeplitz sont donc les sous-shifts régulicrement quasi-périodiques non périodiques (en
particulier ils sont minimauz).

Autrement dit, une suite non périodique 1 € 2 est une suite de Toeplitz si et seulement si elle est non
périodique mais toutefois, quel que soit n € Z (une position), il existe p(n) € N (une période), tels que
quel que soit k£ € Z (un multiple),

TIn = Nn+kp(n)-

Ou encore, avec les “temps de retour” introduits dans la Déf*™ 1.1.3., n est une suite de Toeplitz si et
seulement si quel que soit V' un voisinage de 7,

Z(V,n) contient un sous-groupe syndétique de Z,
mais n n’est pas périodique.

Il s’agit donc simplement d’un affaiblissement minimal de la condition de récurrrence, évidente, qui car-
actérise les suites périodiques. On élimine la périodicité qui, du point de vue de la dynamique engendrée,
est triviale.

De telles suites existent. Elles apparaissent dans différents contextes, par exemple en théorie des

nombres combinatoire [AlBa].
Pour les étudier du point de vue dynamique, la construction de S. Williams [Wi] est tres utile :
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Proposition-Définition I11.1.2. Soient n une suite de Toeplitz, n € Z, et 3 € O(n).
Définissons
Perg(n) ={peN:p>0etVk € Z, 5, = Bntip},

l’ensemble des périodes associées a la position n dans (3.
Etant donné p > 0 un entier, définissons aussi

Pery(8) = {n € Z: p € Perg(n)},

l’ensemble des positions de B admettant p pour période.
Alors il existe une suite p = (pi)i>0 telle que

(i)  quel que soit n € 7, il existe t > 0 tel que p; € Pery(n);

(i3)  quels que soientt > 0 et ¢ > 0, si Perp,(n) = Pery, (n) — q (translaté),
alors p; divise g;

(#i1)  quel que soit t > 0, p; divise strictement pyi1.

Une telle suite p s’appelle une structure de périodes de 7.
Etant donnée une structure de périodes p, quel que soit 3 € O(n), il existe une unique suite d’entiers
(9:(8))ez0 € [T;50[0, P telle que

{ (a) Pery, (B) = Pery,(n) — g:(8) (translaté);
() 9t+1(8) = 9:(8) mod p.
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Facteur équicontinu maximal et caractérisation topologique.

Introduisons

Gp ={(g9t)t>0 € H[Ovpt[N: Gi41 =9g¢ mod pg, t >0},
>0

C’est le groupe des entiers p-adiques [HeRo].

Il a une structure d’anneau topologique abélien.

Soit m, sa mesure de Haar normalisée, et soit i=(,1,...,1,...).

Alors {nl:n € N} est dense dans G,,.

Soit 7 : G, — G, la rotation par 1 (1(g) = g+ 1, g € G}).

Le flot (G, 7) est ce que I'on appelle une machine & additionner.

Il est strictement ergodique et équicontinu.

Soit

™y : O(n) — Gy définie par m,(8) = (9:(8))ez0, B € O(n).

Utilisant les constructions précédentes et les résultats de [Pau], S. Williams [Wi] montre comment
construire le facteur équicontinu maximal d’un flot de Toeplitz (cf. Prop.-Déf‘™ 1.1.5.) (les Prop!™®
1.1.6-7 permettent facilement de les caractériser topologiquement) :

Théoréme IIL.1.3. Sin est une suite de Toeplitz, I’application m, est continue, et vérifie myoS = Tom,.
De plus, si g € Gy, Card m, ' ({g}) = 1 si et seulement si il existe une suite de Toeplitz 3 € O(n) telle
que T, (8) = g. B B
Le facteur m, : (O(n),S) — (Gp, T) est le facteur équicontinu mazimal de (O(n),S).
Les flots de Toeplitz sont exactement les sous-shifts minimauz extensions quasi-automorphes des flots

(Gp, ).

Caractérisation métrique.

Soit v une mesure de probabilités S-invariante et ergodique de (O(n), S).

Alors I'entropie topologique hyo,(O(n), S) ne dépasse pas log Card X (cf. Prop.-Déft"s 1.1.8. et 1.1.10.).

De plus, m, étant un facteur topologique, et (Gp, 7) étant strictement ergodique, il est nécessaire que
Tl = My,

Nous avons donc un facteur métrique (cf. Déf'” 1.2.1.)

1 (OM), S,v) — (Gp, T, my).

Remarquons que d’apres le principe variationnel (cf. Théoréeme 1.2.5.),

hy(O(n), S) < hiop(O(n), S) < log Card X.
Le flot mesuré (G, T,m,) est caractérisé par son spectre (cf. Prop.-Déf'™ 1.2.8.) qui est purement
discret, rationnel, et infini.
Ainsi pour qu'un flot (X, T, 1) puisse étre métriquement isomorphe & un flot de Toeplitz strictement
ergodique, il est nécessaire que les trois conditions suivantes soient remplies (cf. Prop.-Déft™ 1.2.3.) :

(T1) (X, T,n) est ergodique;

(T2) hu(X,T) < oc;

(T3) le spectre discret de (X, T, 1) admet une infinité
de valeurs propres rationnelles.

Dans [DoLa2], nous montrons que ces conditions nécessaires sont suffisantes :

Théoréme I11.1.4. Pour qu’un flot mesuré (X, T, u) soit métriqguement isomorphe & un flot de Toeplitz
strictement ergodique, il faut et il suffit que les trois conditions (T'1 — 3) énoncées précédemment soient
satisfaites.

Avant de montrer pourquoi ce théoréeme est une conséquence de résultats plus généraux concernant
les extensions quasi-automorphes de type Furstenberg-Weiss, nous exposons dans le sous-chapitre suivant
quelques résultats qui ont précédé la caractérisation métrique.
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§ IT1.2 : un petit tour d’horizon des résultats avant la caractérisation métrique.

Les aspects topologiques.

Dans [Ful] et [Ox] on trouve des exemples de flots de Toeplitz qui ne sont pas uniquement ergodiques.

Dans [MaPa] il est montré que les suites de Toeplitz dont le flot associé est d’entropie topologique
positive et non uniquement ergodique est topologiquement résiduel, dans la topologie induite par {2 sur
son sous-ensemble de suites de Toeplitz.

Dans [Wi], outre la construction du facteur équicontinu maximal, on trouve celle de flots de Toeplitz
admettant un nombre prescrit de mesures ergodiques invariantes, et une entropie topologique arbitraire-
ment proche de log 2.

Dans [Dol] on trouve la construction d’un flot de Toeplitz sur un alphabet & deux lettres admettant
un simplexe de Choquet de mesures invariantes prescrit.

Dans [Do2] se trouve un exemple d’un tel flot dont 'ensemble des mesures invariantes ergodiques (les
points extrémaux du convexe compact Ms(O(n))) n’est pas compact.

Dans [Ko] on trouve la construction de flots de Toeplitz d’entropie topologique nulle et dont la fonction
complexité faible (cf. Prop.-Déft™ 1.1.10.) a un comportement asymptotique prescrit (sous-exponentiel).

Nous décrirons simplement les résultats topologiques de [JaKe], [Ne], [DoKwLa], [Do3] et [IwLal.

La suite de Toeplitz n est dite réguliére si (la limite suivante existe toujours et appartient & ]0,1])

d(n) = li{nCard {0<n<p,:nePery(n)}/pe=1.

Dans [JaKe] et [Ne] se trouve le résultat suivant :

Proposition IT1.2.1. Sin est réguliére, alors le flot (O(n), S) est strictement ergodique. Muni de sa seule
mesure invariante, ce flot est métriquement isomorphe & son facteur équicontinu mazimal (Gp, T, mp).

Etant données 7 une suite de Toeplitz et p une de ses structures de périodes, nous appelons un ¢-symbol
de 1 tout mot de longueur p; lu en positions multiples de p;, et noterons Wy(n) leur ensemble. Autrement
dit,

Wi(n) = {nlkps, (k + V)pi[: k € Z}.

Dans [IwLa], nous montrons que

Card W(n)

htop(o(n)a S) = h?l D

< (1—4d(n))logCard X.

Le centralisateur topologique Ciop(S) de (O(n),S) est ensemble des applications continues de O(n)
dans lui-méme qui commutent avec le shift S.

Le flot est dit topologiquement coalescent si tous les éléments de son centralisateur topologique sont
des homéomorphismes.

Dans [BuKw1] certains exemples de flots de Toeplitz topologiquement coalescents et dont le central-
isateur topologique est un groupe prescrit sont construits.

Le résultat suivant regroupe les résultats de [BuKw2|, [DoKwLa] et [Do3] :

Théoréme II1.2.2. Soient (O(n),S) et (O(6),5) deux flots de Toeplitz.
Pour qu’il existe un facteur w : (O(n),S) — (O(B),S) il faut et il suffit qu’il existe une période de
structure p commune a1 ety € O( ), avec vy Toeplitz, et qu’il existe unt > 1 et une application surjective

fe: Wi(n) — Wi(v)
telle que quel que soit k € Z,

Y[kpe, (k + D)pe[= fe(nlkpe, (k + 1)pe]).
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Alors quel que soit w € O(n), et k € Z,

m(W)[=g1(w) + kpr, —gi(w) + (k + 1py|
= fi(w[=ge(w) + kpe, —ge(w) + (k + 1)pe[),

et my(w) = my(w(w)) (facteurs équicontinus mazimauz).

Pour que 7 soit un isomorphisme il faut et il suffit que pour un t une telle f; existe et soit bijective.

Soient h > 0 et (Gp,T) donnés.

Il existe une famille non dénombrable {n, : a € T} de flots de Toeplitz strictement ergodiques sur
Ualphabet {1,2,...,[e"] + 1} qui ont tous en commun une entropie topologique égale a h, un facteur
équicontinu mazimal égal & (Gp,T), mais qui deux a deuzr ne sont jamais topologiquement isomorphes.
De plus leurs centralisateurs topologiques sont triviauz (i.e. Cyop(S) ={S™ :n € Z}).

11 existe un flot de Toeplitz régulier qui ne soit pas topologiquement coalescent.

Soit 1 notre suite de Toeplitz “générique”.
Soient s > 0 et t > 0 des entiers.
Posons, pour W € Wy(n) et W’ € Wyys(n),

Y43
DPt+s

Fr(W,W') = Card {0 < u < prys/pe : W upy, (u+ 1)pi[= W}

Dans [IwLa] nous obtenons :

Proposition I11.2.3. Une condition nécessaire et suffisante pour que le flot
(O(n),S) soit strictement ergodique est que quels que soient t > 0 et W € Wi(n), il existe v(W) tel
qu’uniformément en W' € Wy 4(n),

lim Fr(W,W’') =v(W).

§—00

Les aspects spectraux.

Nous renvoyons aux Prop.-Déft™s 1.2.8. et 1.2.12. concernant le spectre et les approximations cycliques.

Dans [Dolw] est prouvée lexistence de flots de Toeplitz strictement ergodiques, non réguliers, et ayant
un spectre purement discret.

Dans [IwLa] nous construisons des flots de Toeplitz strictement ergodiques non réguliers, et admettant
des approximations cycliques de vitesse arbitraire.

En particulier les flots construits peuvent étre & spectre partiellement continu et de rang 1 (cf. Prop.-
Déft" 1.2.10.).

Nous y faisons aussi la remarque, élémentaire, que la régularité d(n) d’une suite de Toeplitz n’est pas
un invariant topologique.

Nous y posons la question de I’existence de flots de Toeplitz admettant une valeur propre irrationnelle,
ainsi que celle de l’existence d’un tel flot qui soit non régulier et pourtant de spectre discret pur et
rationnel.

Dans [Iw], A. Iwanik répond de fagon non constructive & ces questions :

Proposition II1.2.4. [] existe une famille non dénombrable de flots de Toeplitz strictement ergodiques,
de spectre discret pur, tous de méme facteur équicontinu maximal, et deuxr d deux non métriquement
isomorphes.

Donc il existe un flot de Toeplitz strictement ergodique de spectre purement discret, admettant une
valeur propre irrationnelle.

1l existe aussi un flot de Toeplitz strictement ergodique de spectre purement discret rationnel, non
régulier (mais métriquement isomorphe a un flot de Toeplitz régulier).

Dans [DoLal], nous rendons les résultats d’A. Iwanik effectifs :
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Proposition III.2.5. Soit oy un sous-groupe dénombrable de {|z| = 1}, et qui contienne une infinité de
racines de 'unité.

Alors, par cohomologie (cf. [CoFoSi]), il est possible de construire explicitement un flot de Toeplitz
strictement ergodique, sur un alphabet a deuz lettres, qui soit a spectre discret pur, et dont le groupe des
valeurs propres soit égal a og.

§ IT1.3 : les extensions quasi-automorphes de type Furstenberg-Weiss.

Nous donnons ici un exposé des résultats intermédiaires utilisés dans [DoLa2], et qui ont permis
d’obtenir le Théoreme II1.1.4. comme corollaire de résultats plus généraux. Toutefois il existe une preuve
simple du Théoreme III.1.4., que nous présentons d’abord.

Soit (X, T, 1) un systeme ergodique non périodique, d’entropie métrique finie, et admettant une infinité
de valeurs propres rationnelles. Nous pouvons écrire les deux facteurs suivants :

Id

¢
(XaTvM)—>(GP>T7mP) (GPaTa mp)7
ou G, est une machine a additionner adéquate. Nous appliquons la version relative du Théoreme de
Jewett-Krieger, die & B. Weiss [We], pour obtenir une premiére réduction du probléeme :

Lemme II1.3.1. [l existe deux sous-shifts strictements ergodiques (X1,S5) et (Z,S), tels que si vx,
désigne la seule mesure invariante de (X1, S), et vz celle de (Z,S), il existe deux isomorphismes métriques
61 (X, T,p) — (X1,S,vx,) et 1 ¢ (Gp,7y,mp) — (Z,5,vz), et il existe deux facteurs topologiques
o1 (Y, 8) = (Z,5) et ¢po2:(Z,8) — (Gp, 1), tels que le diagramme suivant commute :

(X,T, ) —2— (Xy1,S,vy,)
[ 1
(Gp,7ymy) —2—  (Z,5,v2)
Id o2

Id
(GPvT’ mp) - (GP’T’ mp)

En particulier, ¢o est un facteur quasi-automorphe.

La seconde réduction résulte d’un théoréme de Furstenberg et Weiss [FuWe] :
Lemme II1.3.2. Il existe un flot strictement ergodique (Xo2,T), un facteur quasi-automorphe ¢z :
(X2, T) — (Z,5), deux boréliens invariants de mesures pleines X| C Xy et X5 C Xo, et une bijec-

tion borélienne 0y : X1 — X5, tels que

fa08 =Tob et p1 = 300, sur X;.

Mais nous ne savons pas pour Uinstant si (X;,T) est symbolique. La derniére réduction consiste a
appliquer un résultat de M. Denker et M. Keane [DeKe] :

Lemme II1.3.3. [l existe un sous-shift strictement ergodique (X3, S), deuz boréliens de mesures pleines
et invariants Xo C Xy et X3 C X3, il existe un homéomorphisme 03 : Xo — X3, tels que

930T:SO(93.

Soit X4 un sous-ensemble minimal S-invariant de

{(x,2) : p3(05(x)) = 2 : 2 € X3}
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Alors (X4, S) est un sous-shift de (X3 x Z, S x S), strictement ergodique, et si ma(z,2) = z, 12 : (X4, S) —
(Z,S) est un facteur topologique. Soit vy, la seule mesure invariante de (Xy4,S). Alors 6y : X5 — X,
définie par 04(z) = (, $3(05* (2)), réalise un isomorphisme métrique entre (X3, S,vx,) et (X4, S, vx,)-

La continuité de 03 et la quasi-automorphie de ¢3 entrainent que 7o est quasi-automorphe. La min-
imalité des flots montre que ¢5 o o est quasi-automorphe, et donc par la caractérisation topologique
(Théoreme I11.1.3.), (X4, S) est un flot de Toeplitz strictement ergodique.

Et finalement, § = 4 0 03 o 65 o §; réalise un isomorphisme métrique entre (X, T, u) et (X4, S, vx,). B

L’argument précédent ne nous est apparu qu’apres que nous ayons dans une version préliminaire de
[DoLa2] obtenu le Théoreme I11.1.4., J. Kwiatkowski nous ayant par la suite indiqué la référence [FuWe],
et E. Glasner [DeKe].

Nous avons dans [DoLa2] développé une méthode originale, qui se révele maintenant capable de préciser
et de généraliser le théoréme de [FuWe]. Nous la présentons donc aussi pour son propre intérét.

Voici le théoréeme de Furstenberg et Weiss :

Théoréme I11.3.4. Soit ¢ : (X, T) — (Z,T) un facteur topologique, et supposons que (X,T) soit
transitif et que (Z,T) soit minimal non périodique.

Alors il exziste un flot minimal (X1,T), une extension quasi-automorphe © : (X1,T) — (Z,T), il
existe un borélien invariant X' C X de mesure invariante toujours pleine, et une injection borélienne
0: X — X1, telle que o T =T 08, et que

Pp=mod.
Si (X, T) est strictement ergodique, (X1,T) Uest aussi.

Nous dirons que deux flots (X, T) et (X1,T) sont Borel* isomorphes si :
— il existe deux boréliens invariants X’ C X et X| C Xy;
— quelle que soit u € Mp(X) (respectivement puy; € Mr(X7)), u(X') = 1 (respectivement 1 (X7) = 1);
— il existe une bijection borélienne 6 : X’ — X telle que § o T =T o 0, et telle que la bijection affine
adjacente 0*,
9* : MT(X) — MT(Xl),

soit un homéomorphisme pour I'x-faible topologie (alors en particulier hop(X,T) = hiop(X1,T) d’apres
le principe variationnel (cf. Théoréme 1.2.5.)).

Nous renforgons le théoreme de [FuWe] sous les deux formes suivantes :

Théoréme II1.3.5. Soit ¢ : (X,T) — (Z,S) un facteur topologique, et supposons que (Z,S) soit un
sous-shift minimal non périodique (I’alphabet est le compact NU{oo} si l’entropie topologique est infinie).

Alors (X, T) est Borel* isomorphe & un flot minimal (X1,T) (disons par 6), et il existe une extension
quasi-automorphe ws : (X1,T) — (Z,9), telle que

Y =mg00.
Si (X,T) est symbolique, (X1,T) aussi.

Théoréme I11.3.6. Soit ¢ : (X, T) — (Z,T) un facteur topologique entre flots d’entropie topologique
quelconque, et supposons que (Y, T') soit strictement ergodique non périodique.

Alors (X, T) est Borel* isomorphe a un flot minimal (X1,T) (disons par 0), et il existe une extension
quasi-automorphe s : (X1,T) — (Z,T), telle que

Y =mg00.
Si (X, T) est symbolique, (X1,T) aussi.

Nous pourrions tout regrouper en un seul énoncé si nous savions que tout flot minimal admet comme
extension quasi-automorphe un sous-shift minimal qui lui soit Borel* isomorphe. Mais pour I’instant nous
n’en savons rien.
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§IV : coexistence d’invariants métriques et/ou spectraux

Ce chapitre est destiné a présenter les résultats de [KwLal,2], oll sont construits des systémes er-
godiques de rang donné et de multiplicité ou d’ordre du groupe quotient donné.

Nous renvoyons le lecteur aux Prop.-Déff"® 1.2.8-11 et 1.2.13., concernant la multiplicité spectrale, les
tours de Rohlin, le rang, et le centralisateur métrique.

1l n’est pas facile d’exposer de fagon synthétique nos résultats, dans la mesure ou il s’agit de la con-
struction explicite de systémes ayant des propriétés métriques ou spectrales prescrites.

C’est pourquoi nous avons choisi de présenter les arguments généraux utilisés, et seulement les systemes
réalisant les couples (2,3). En particulier, les minorations du rang ne seront qu’évoquées.

Voici I’énumération des (sous-)sous-chapitres & suivre :
— le nombre de recouvrement et les théoremes de limitation;
— un exemple : les couples (2,3), dont;
o les extensions de groupe et les r-cocycles de Morse;
e les versions symboliques de r, F*, o, et les exemples pour les couples (2, 3);
e le contréle du rang;
e les centralisateurs et le contréle de o : le couple (o, r) = (2, 3);
e le controle de la multiplicité spectrale : le couple (m,r) = (2, 3).

§ IV.1 : le nombre de recouvrement, le mélange, et les théorémes de limitation.

Etant données deux partitions P et P’ mesurables finies d’un espace de Lebesgue (X, ) (cf. Prop.-
Déf'™ 1.2.1.), de méme ensemble d’indexation, on note

o permutation

[P—P=_ min > (P A F).

Une définition affaiblie du rang fini a été introduite par J.-P. Thouvenot et [Ki2], [Fel] : il s’agit de la
notion de rang 1 local, liée a celle du nombre de recouvrement, dont les définitions suivent :

Définition IV.1.1. Un systeme (X, T, u) est localement de rang 1 si il existe a > 0 tel que quelle que
soit la partition mesurable P de X, et € > 0, il existe deux sous-ensembles mesurables F et A de X, un
entier positif h, et une partition mesurable P’ de A tels que

(i) (F,TF,...,T""'F) sont disjoints deux & deux;

(ii A= U03j<thF;

(i) 1(A) > a

(iv) |P'=Pual<e (Pa={PNA:u(PNA)>0,PecP});
(v) P’ est raffinée par {TVF : 0 < j < h}.

Le plus grand des a > 0 dans la définition qui précéde s’appelle le nombre de recouvrement de (X, T, u),
et est noté F*(T). Si un tel a > 0 n’existe pas on pose F*(T) = 0.

Rappelons qu’un systeme (X, T, u) est mélangeant si quels que soient A et B mesurables,

lim p(ANT"B) = u(A)u(B).

n—oo

Soit 0 < o < 1. Le systeme (X, T, u) sera dit a-mélangeant si quels que soient A, B mesurables,
lirrhinf wWANT"B) > au(A)u(B).
On note miz(T') le supremum des « tels que T' soit a-mélangeant. Alors T est mix(T)-mélangeant.
Les théorémes de limitation.

Dans [Ch2] et [Kil,2] les relations suivantes entre le rang, la multiplicité, et le nombre de recouvrement,
sont démontrées :
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Théoreme IV.1.2. Soit (X, T, u) un systéme ergodique. Alors

Théoreme IV.1.3. Soit (X, T, u) un systéme mesuré.
Alors s’il est de rang 1, il est ergodique et C(T) = Wcl(T), donc o(T) = 1 (“Weak closure theorem”).
S’il est mélangeant, Wel(T) = {T" : n € Z}.
Supposons que (X, T, p) soit de rang fini. Alors lordre du groupe quotient dans le centralisateur o(T)
et le nombre de recouvrement F*(T) sont liés par la relation suivante :

1
D) S 5+ mia (@) =1

En particulier, si T est mélangeante, o(T) < r(T).

Les deux théorémes précédents montrent que certaines valeurs d’invariants métriques et/ou spectraux
peuvent ne pas étre compatibles.
Il est naturel de se poser la question de savoir si en tant que limitations générales, ce sont les seules.

Les couples ordre du groupe quotient et rang.

Concernant la construction de systeémes ergodiques réalisant un couple donné (o, ), citons d’abord ce
qui provient de [BuKwSi] et [FiKw] :

Théoréme IV.1.4. La différence o — r peut étre arbitrairement grande, positive ou négative.
Etant donné r et o premier plus grand que r, il existe un systéme ergodique réalisant le couple (o,r).

Dans [KwLal], nous complétons le théoreme précédent en montrant que le “weak closure theorem” de
J. King constitue bien la seule limitation globale possible pour les couples (o,7) :

Théoréme IV.1.5. Pour tout couple (o,7) € (NU {o0})? tel que r > 2, 0 > 1, et (0,7) # (00,00), il
existe un systéme ergodique (X, T, p) tel que o(T) = o et r(T) = r, qui de plus est tel que Wcl(T) est non
dénombrable.

Remarque IV.1.6. Nous renvoyons aux paragraphes suivants et a la Remarque 1V.2.1.4. pour les
extensions de groupe, et les cocycles de Morse faiblement mélangeants. Soit p > 2 un entier.

Pour obtenir le couple (o,7) = (00,00), il suffit de considérer une extension de groupe faiblement
mélangeante par un cocycle de Morse (X x G, Ty, p @ me) de la “staircase transformation” (X, T, ) de
[Ad], ou G est le groupe des entiers p = (p*)-adiques HeRo].

En effet, comme (X, T, n) est de rang 1 mélangeant [Ad], et que ¢ est faiblement mélangeant, Ty est
mélangeante [Rudl].

Le systéeme (X x G, Ty, u ® mg) admet, pour chaque t, un facteur naturel associé & 1’épimorphisme
qt : G — Zye. Le facteur correspondant est alors mélangeant, et donc nécessairement de rang p* [Ki3].

Donc (X x G, Ty, t @ mq) est de rang infini.

Aussi puisque Ty est mélangeant, Wel(Ty) = {Tj : n € Z}. Mais comme le systéme de rang 1 de
base est un facteur canonique [LeMe], [New2], quel que soit g € G non nul, si o4 € C(Ty) est défini par
og(x,h) = (2,9 + h), o4 ne peut appartenir a Wel(Ty).

Il s’ensuit que o(Ty) = 0.

Les couples multiplicité et rang : chronologie et résultats.

Nous avons vu que pour tout systéme ergodique m(7T) < r(T).
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Dans [Me2] M. Mentzen conjecture que pour tout couple d’entiers (m,r) tels que m < r, il existe un
systéme ergodique (X, T, u) tel que
(m,r) = (m(T),r(T)).

Le couple (1,1) a été obtenu dans [Chl];

le couple (1,2) dans [d ]

le couple (1,7)

le couple (2,r) dans GoLe];

le couple (r,r) dans [Robl,2];

le couple (r,2r) dans [Mel];

le couple (p — 1, p) pour p premier dans [FeKw];

le couple (1,00) dans [LeSi] et [Fel].

Les systemes Gaussiens-Kronecker [CoFoSi] réalisent toujours le couple (1, c0) [dIR].

Dans [FeKwMa] il est prouvé qu’étant donné m, ’ensemble des r tels que le couple (m,r) soit réalisé
a une densité asymptotique égale a 1.

Notons que tout systéme ergodique d’entropie positive réalise le couple (oo, 00).

Dans [KwLa2] nous résolvons la conjecture de M. Mentzen.

Nos systemes sont construits avec des cocycles de Morse, et synthétisent les différentes propriétés des
exemples apparaissant dans la suite d’articles précités.

Dans [Kw| J. Kwiatkowski obtient les couples restants, & savoir (m, co), utilisant des limites inverses
[CoFoSi] de systemes similaires a ceux de [KwLa2].

/\/\/\/\/\/\

Théoreme IV.1.7. Quel que soit le couple (m,r) d’entiers tels que m < r, avec m our = 0o éventuellement,
il existe un systéme ergodique (X, T, ) tel que m(T) =m et r(T) =r.

§ IV.2 : un exemple : les couples (2, 3).

Nous commengons par décrire ce que les exemples de [KwLal,2] ont de commun.

§ IV.2.1 : les extensions de groupe et les r-cocycles de Morse.

Nous dirons que le systéme ergodique (X, T, ) est une machine d additionner si il a un spectre discret
pur rationnel (cf. § III.).

Nous pouvons décrire un tel 7', génériquement, de la facon suivante :

il existe p = (p;)1>0 une suite d’entiers, p; > 2, telle que

p¢ divise strictement pyy1, et

il existe une suite (£;);>0 de tours de Rohlin, telle que

& = {Dé’l 7D1tat—1};
X =u Dt;

u(Df) =1/ps;
TD!, | = D}.

Métriquement cette machine est isomorphe au groupe des entiers p-adiques [HeRo], muni de sa mesure
de Haar et de la rotation par un générateur topologique.
Une telle machine est de rang 1, et vérifie donc C(T") = Wl(T).

Soient G un groupe abélien fini, mqg 1’équiprobabilité sur G, et ¢ : X — G une application mesurable.
Nous appelons ¢ un cocycle.
Ce cocycle détermine une extension de groupe (X x G, Ty, u ® meg), ou Ty est définie par

Ty(w,9) = (Tx,9 + ¢()).
Il est aisé de calculer que T} (z,g) = (T"x, g + o™ (z)), ot
¢(z) +...+ (T 'x) sin > 0;
0

(=0 )$n:&
—(op(T™z) + ... + (T 1z)) sin < 0.

0" (x) =
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Soient Hy un sous-groupe de G, H = G/Hy le groupe quotient, py : X — H Dlapplication quotient, et
mpy I'équiprobabilité sur H.

Alors le facteur naturel de (X x G, Ty, p @ meg) déterminé par Hy est le facteur 7y = Idx X pg :
X x G — X x H, le systeme “facteur” étant (X x H,Ty, , 1t ® my), olt

¢ =pHa O P.

Le facteur naturel est une extension de groupe de (X, T, ) a son tour (les facteurs naturels ne sont
utilisés que dans [KwLa2]).
Nous utiliserons des cocycles plus particuliers encore :

Définition IV.2.1.1. Soit r > 1 un entier et supposons que p = (p;) soit telle que r divise chaque p;.
Soit alors N\ tel que py = rA;.
Nous dirons que le cocycle ¢ : X — G est un r-cocycle de Morse si ¢ est constant sur D! dés que
i {jA —1:0<j <r}, ce quel que soit t > 0.
Lorsque r = 1, nous appelons ¢ un cocycle de Morse.
Remarquons que si ¢ est un cocycle de Morse, ¢ en est un aussi.

Une extension de groupe n’est pas toujours ergodique.

Nous dirons que Iextension de groupe Ty est continue (ou faiblement mélangeante) si toute fonction
propre de Ur, en est une de Ur.

Les critéres suivants sont dis & W. Parry [Pal] :

Théoreme IV.2.1.2. L’extension de groupe Ty est ergodique si et seulement si quel que soit v un
caractére non trivial de G, l’équation
f(Tx)

f(x)
n'a pas de solution mesurable f : X — {|z| = 1}.

Et Ty est continue si et seulement si quels que soient ¢ de module 1 et v un caractére non trivial, il
n’existe pas de fonction mesurable f : X — {|z| = 1} telle que presque sirement,

=7(o(x))

f(Tx)
/()

= (v(o(x)).

Sous-shift bilatéral engendré strictement ergodique.

Nous renvoyons le lecteur aux Prop.-Déft™ 1.1.9-10. au sujet des sous-shifts.
Soit ¥ = G un groupe abélien fini (Palphabet est donc un groupe).
Nous notons les mots ou blocs sur G de la fagon suivante :

B =B[0)B[1]...B[n—1],

et |B| = n est la longueur de B.
Si0<i<j<|B| on pose
Bli,j[ = B[i|B[i+1]...B[j — 1].

Si C est un autre bloc, nous notons

Fr(B,C) = ﬁCard {0<i<|C|—|B|—1:C[ii+|B|[= B).

Soient w € GN, et (I ¢ G une “lettre” supplémentaire.
Notons wH 'élément de (G U {{0})% tel que sii € N, w = w; et sii <0, w = 0.
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Posons
Q= {y € G%: 3(n;) — +o0 : S"w" — 4},
C’est le sous-shift bilatéral engendré par w.
Si pour chaque B,
1) fr(B,w) existe, et
2) {i>0:wli,i+ |B|[= B} est a lacunes bornées ou vide,
le flot (Qu,S) est strictement ergodique, de mesure invariante p, définie par (cf. Prop.-Déft"™ 1.2.7.)
([Ble = {n € Qu : n[k, k + | B|[= B})
po ([Blr) = fr(B,w).

Nous dirons alors que w est strictement ergodique.
Versions symboliques des r-cocycles de Morse.

Si B et C sont deux blocs, BC' est le concaténé des blocs B et C.

Pour ¢ € N, on note B? = B... B (q fois, |BY| = ¢|B|).

Si 74 est une translation par un élément g € G on note 74(B) le bloc de méme longueur tel que
7y(B)lil = Blil + 9, 0< i < |B|.

Sir>1et B= By...B,_1 est un mot de longueur rn, ou chaque B; est de longueur n, si C' est un

bloc de longueur rm, alors le mot B % C de longueur rmn est défini par
Bx(C=

TC[O] (Bo) e Tc[rfl](Brfl)Tc[r](Bo) e TC[erl] (B,,,l) N
...... TC[r(m—1)] (Bo) . TC[Tm_l](Brfl).
Lorsque » =1, on note B x C au lieu de B x C.

Soit (bt)¢>0 une suite de mots sur G telle que
(1) [be] =rme, my =2
(#) b0, 7r[=07;
(ZZ’L) bt = bt(O) .. .bt(’f’ - 1), avec |bt(l)| = My, 0 < 1< .

Nous en déduisons la suite de mots (B;);>o définie inductivement par
T
BO = bo et Bt+1 = Bt X bt+1.

Alors |By| = 1A\ = pr = rmyg ... my, et Bi11]0, pi[= Bs.

Soit p = (pt)e>o0 et (X, T, ) la machine & additionner correspondante.
Définissons alors le cocycle ¢ : X — G par

@(x) = By[i + 1] — By]i]

si z € D! avec i différent de jA; — 1, j=1,...,r.
Puis définissons w((b;)) € GV telle que

w((b))[0, pe[= Be, quel que soit ¢ > 0.

Introduisons une notation supplémentaire : soit p : G — H un épimorphisme.

Soit B un bloc sur G.

Nous noterons p(B) le bloc de méme longueur défini par p(B)[i] = p(Bli]), 0 < i < |B|.

La proposition suivante donne un critére simple de stricte ergodicité de w((b;)) ainsi que la possibilité
d’étudier I’extension de groupe Ty sous la forme d’un sous-shift strictement ergodique.

Elle montre aussi comment obtenir la version symbolique du cocycle de Morse déterminé par un facteur
naturel.
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Proposition IV.2.1.3. Tout r-cocycle de Morse s’obtient par une construction par blocs similaire a celle
décrite ci-dessus.

Si Ty est ergodique, (Q,,S) est strictement ergodique, et alors les systémes (Qu, S, p) et (Gp X
G, 15, m ® mg) sont métriquement isomorphes.

Sir =1, la stricte ergodicité de l'un équivaut a ergodicité de Uautre [Le]. Dans ce cas, si il existe
p >0 tel que quels que soientt >0 et g € G,

fr(gabt) 2 p7

alors w((bt)) = w est strictement ergodique [Mar].
Si (X X G, Ty, u®@mge) est ergodique, construit & partir de la suite de blocs ((by)), et si (X x H, Ty, , p®
mpyg) en est un facteur naturel, alors ¢y est déterminé par la suite de blocs (pr (bt)).

Remarque IV.2.1.4. I est possible de définir les cocycles de Morse au-dessus des systémes de rang 1 :
ce sont les cocycles qui sont constants sur les étages de chaque tour, sauf le dernier, sur lequel le cocycle
est inductivement défini le long de la suite de tours qui se raffinent.

Ceci est utilisé dans [BuKwSi| et [KwLa2] pour avoir des extensions de groupe mélangeantes ou faible-
ment mélangeantes.

§IV.2.2 : les versions symboliques de r, F*, o, et les exemples pour les couples (2,3).
Nous supposons ici que ¢ est un r-cocycle de Morse, déterminé par la suite de blocs ((b;)), et que
w((by)) est strictement ergodique.

Les versions symboliques de r et F*.

Si B et C sont de méme longueur, on pose

d(B,C) = l%card {0 <i < |B|: B[i] # C[i]}.

La distance d est la distance de Hamming.

Soit A une famille finie de blocs, et B un bloc dont la longueur est la méme que celle de certains des
blocs de A.

Alors notons

d(B,A) =min{d(B,A): Ac A,|B| = |A|}.
Posons, § > 0 étant donné, B étant un bloc quelconque,

o+ By

B1| +
t(s(.A,B):max{| 1 B I8

ol le maximum est pris sur toutes les écritures de B de la forme
B = €1B1€2 e GPBp€p+1

avec d(B;, A) < 8, 1 <14 < p, les ¢; étant des blocs de “remplissage”.
Etant donnée w € GV strictement ergodique, nous posons

ts(A,w) = Nl_ig_loo ts(A,w[0, N]).

La limite existe bien, et si A est constituée d’un seul mot A, nous la noterons ts(A4,w).
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Définition IV.2.2.1. Le systéme (4, S, 1) est de rang au plus r si quels que soient 6 > 0 et N € N,
il existe A de cardinal r telle que tous les mots de A soient de longueur au moins égale & N et que

ts(A,w)>1-4.

Le nombre de recouvrement de (Qu,, S, p,), F*(w), est au moins égal d a > 0 si quels que soient § > 0
et N € N, il existe un mot A de longueur au moins égale & N tel que

ts(A,w) > a.

L’exemple ordre du groupe quotient o(T;) = 2 et rang r(Ty) = 3.

Voici G et les blocs ((by)) :

G=17/2Z,
be = b(0)be(1)b(2),
bi(i) = H", @y =272,

H; = (F;)(F; x 1) (concaténation),
Fy = 0000000000100, F; = 000000000000000000010,
F5 = 000000000000000000000000000000000000000000000001 .

longueur égale a 48

On montre que le r-cocycle de Morse ¢ associé est faiblement mélangeant, en utilisant le critere du
Théoreme IV.2.1.2. itéré, et le fait que ¢ est constante sur “beaucoup” d’étages de &;.

L’exemple multiplicité m(Ty,, ) =2 et rang r(Ty, ) = 3.

Dans [KwLa2| nous construisons d’abord une extension par un cocycle de Morse (X x G, Ty, t @ me)
qui réalise le couple (3,3) (multiplicité égale au rang).
Ensuite nous en exhibons un facteur naturel qui réalise le couple (2, 3).
Voici G, Hy et H :
G = (Z/15Z)3;
{Ho = {0} x {0} x (Z/15Z), H = G/Hy.

i—1 fois

—— . L,
Notons e; = (0,...,0,1,0,...,0), 1 <i <r, les générateurs de G.
Si h = (hqy, ha, h3) est un élément de G, on pose

v(h) = (hs, h1,h2) (un automorphisme de G).

Alors on choisit les blocs “b;” suivants :

F,=F;; =0(e;)(2¢;)...((It — 1)e;), avec 15[l et Iy — o0, i =1,2,3;
Bi1=F1 X Fo x F3, 1o =1Fy X F3 X Fy, B;3=F3x Fy x Fy;
Be = ﬂt,lﬁt,zﬂt,?,;

by = B, avec Y, 1/qr < oo.

On remarque que v(Fi;) = Fiit1 mod 3 €6 ¥(B1:) = Brit1 mod 3-

L’ergodicité de Ty résulte de la Proposition IV.2.1.3..

On vérifie que le cocycle de Morse obtenu ¢ est faiblement mélangeant a l'aide de la Proposition
IV.2.5.1. énoncée plus loin.
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§ IV.2.3 : le contrdle du rang.
T s
On pose pour les deux exemples w; = by X b1 X .... Nous n’exposerons ici que les arguments

rudimentaires qui indiquent que le rang n’excede pas 3.

L’exemple (o,7) = (2,3).

Posons L,(:)(t) =B, x Ti(bi1(8)), avec 0 < s <3 et k € Z/27Z.

Alors les blocs L((JS) (), 0 < s < 3, recouvrent w sauf un ensemble d’entiers dont la densité n’excede pas
64/my41, et donc r(Ty) < 3.
Pour montrer que r(Ty) > 2, nous renvoyons le lecteur & [KwLal].

L’exemple (m,r) = (2,3).

Nous montrons d’abord que r(Ty) < 3.
Pour cela, soient E} ; = By x B¢, 1 =1,2,3.
Alorssil=1;_1,s1 0 <u <1, et u=uj + usl + usl? avec 0 < u; < [, on observe que

Br,ilu] = Ui_l(ﬁt,l[u]) = Ui_l(u1€1 + uges + usges).
Sig=1(g1,92,93) € G et u(g) = g1 + gl + g3l?, alors
Tg(Be.1)[u] = Bralu+u(g)],

des que 0 < wu; <1 —15.
On en déduit que

d(74(B,1)[0,1" — u(g)[, Br.i[u(g), 1" — 1[) <90/l =90/l;—1 — 0.

Et donc limy; t5({E+; : 1 <i < 3},w) =0, quel que soit § > 0. Donc r(Ty) < 3.

Il s’ensuit, puisque le rang d’un facteur n’excede pas celui de son extension, que (75, ) < 3.
Pour montrer que 7(Ty, ) > 2, nous prouvons que F*(Ty, ) < 1/2 (cf. [KwLa2]).

§ IV.2.4 : les centralisateurs et le contrédle de o : le couple (o,7) = (2, 3).

Pour étudier o(T}), mais aussi m(Ty), on cherche & décrire C(Ty) en fonction de C(T'), si possible.

La notion de facteur canonique introduite par D. Newton [New2] s’est révélée fructueuse pour ces
descriptions.

Le fait que T soit & spectre discret, conjugué aux travaux de Newton et de [LeLiTh], permet d’obtenir
le résultat suivant :

Théoréeme-Définition IV.2.4.1. Les éléments de C(T') sont exactement les rotations sur le groupe des
entiers p-adiques.

Supposons que (X x G, Ty, u @ mq) soit ergodique.

Alors les éléments de C(Ty) sont complétement décrits par les triplets (S, f,7), o0 S € C(T), f: X —
G est un cocycle, v est un endomorphisme du groupe G, qui vérifient p-presque sirement

f(Tz) = f(z) = ¢(Sz) — v(¢(x)). (IV)
L’élément R ~ (S, f,v) correspondant de C(Ty) est déterminé par
R(z, 9) = (Sz,v(g) + f(2)).

Soient (R,,), R € C(Ty), Rn = (Sn, fn,Idc) et R~ (S, f,Idg).
Alors R, — R si et seulement si S,, — S et f, — [ en mesure.
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Posons, pour a € G,
oa(®,9) = (x,9+ a).

Alors 0, ~ (Idx,a,Idg) et Tg’“ — 04 si et seulement si T™ — Idx et (") — a en mesure.

Application a ’exemple (o,7) = (2, 3).
Dans [KwLal] on montre que

C(Ty) = {0,058 :5 € Wel(Ty), g € Z/27},
puis que si g # 0, o4 ¢ Wcl(Ty).

Ceci utilise (I'V) itérée, le fait que ¢ est constant sur “beaucoup” d’étages de la tour &, et que (&)
converge vers la partition par points.

Par exemple, dans I'équation (I'V), comme S doit étre une rotation, f doit étre constante sur “beau-
coup” d’étages de &; a son tour... .

Le fait que Wel(Ty) soit non dénombrable est di au fait qu’un ensemble non dénombrable de S € C(T')
apparaissent comme base de triplets (S, f,v) dans Wel(Ty,). Ceci est basé sur [GoKwLeLi, Lemma 4].

L’obtention des couples (0o, ) ou (o0, 00) se fait avec des limites inverses de suites de systeémes réalisant
les couples (0, 7) ou (0,7,) [CoFoSi].
Pour le couple (00, 00), nous renvoyons le lecteur & la Remarque IV.1.6..

§ IV.2.5 : le contrdle de la multiplicité spectrale : le couple (m,r) = (2,3).
Dans [KwLa2] nous contrélons la multiplicité spectrale de Ty grace a son centralisateur.
Rappelons que pour 'exemple “traité” ici, G = Z/15Z.
Notons G le groupe de caracteéres associés.
Pour v € G, nous posons

Ly={f o~ feLu)

Soit Ur, l'opérateur unitaire associé a Tj.
Alors les sous-espaces L, sont Ur,-invariants, et

LA(p@mg) = @ L.

yeG

Le résultat suivant utilise [Ke], [KwSi], [IwLa] et le lemme de Baxter [Bax]. Il permet de voire plus
clair dans la structure de la fonction multiplicité spectrale de Ur, :

Proposition IV.2.5.1. Une condition suffisante pour que ¢ soit faiblement mélangeant (ou continu) est
que Card G divise pi11/pt pour chaque t.
Si vy est un caractére de G, chaque couple unitaire (L., Ur,) a un spectre simple (L. est cyclique).
Notons - la mesure spectrale correspondante.
Si ¢ est continu, et 7y est non trivial, alors p., est continue.

Si ¢ est continu, et si~y et 7 sont deux caractéres, alors pi €t j1 sont soit équivalentes soit orthogo-
nales.

Et donc Uimage de la fonction multiplicité spectrale (les multiplicités spectrales) de Ty est égale a
Uensemble des cardinaux des classes d’équivalence des mesures jiy, v € G.

Comme il existe v : G — G tel que pour chaque t > 0,
b = Beav(Bea) .. v** 7 (Br1) (concaténation), et Yy>l/q < +oo,

nous pouvons nous servir du critére d’équivalence suivant qui apparait dans [FeKw] et [GoKwLeLi] :
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Propostion IV.2.5.2. [l existe R = (S, f,v) € C(T}).
Et quel que soit v € G, Ur conjugue unitairement (Ly,Ur,) et (Lyow,Ur,).
1l s’ensuit que quel que soit v € G,

Hy = Hryou-
Si nous choisissons v d’ordre 15, alors {yov" : u = 0,1,2} est de cardinal 3, et il s’ensuit que
3 <m(Ty) <r(Ty) < 3.

Ainsi Ty, réalise le couple (3,3).

Pour I’étude de m(T},, ), nous utilisons en partie une technique de [KwJLe].

Le facteur naturel (X x H, Ty, , p®my) est & nouveau une extension de groupe définie par un cocycle
de Morse continu ¢g =pgo¢: X — H.

Donc les propriétés énoncées a la Proposition IV.2.5.1. persistent.

Notons pour v € H ,

Lym={9®~v:geL*u)}

Etant donné v E H, notons Y=7vyopH.
Alors puisque Uy, conjugue unitairement (L5, Ur,) et (L m,Ur, ), nous en déduisons que ji, =~ pi5.
Remarquons également que si pus L ps/, alors poy L .

Si 8 € G, posons T(B)={d¢€ G : W3 =~ fis}.
Alors Card Y(8) < 3 car m(T}) = 3.
Soient Oy(B) = {fov*:u=0,1,2}, et

Ho={B € G Bim, = 1}, Tannihilateur de Hy.

Alors on aura m(Ty,,) = max,_ e Card (Ho N T(3)).
Pour conclure, on utilise le critére suivant de [GoKwLeLi] :

Proposition IV.5.2.3. Supposons que § ¢ Oy(3). Posons As = %2;1 0%, et définissons analogue-
ment Ag. Il existe h € G tel que As(h) # Ag(h).

De plus, si h(t) = hy + holy + hgl2, TMOPe — Id et

tim [ (6% (@) dua) = As(h) # Aa(h) =l [ G@FOP) @) du(a).
X X
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8V : bonnes chaines de dimension infinie

Dans ce chapitre, T = R/Z désigne le tore, que nous identifions & [0, 1], et A désigne la mesure de
Lebesgue.

Etant donné x un réel, nous noterons [x] sa partie entiere, et (x) sa partie fractionnaire.

Nous nous intéressons aux problemes liés a la conjecture de forte uniforme distribution de Khinchin.
Chronologiquement ceux-ci ont re¢cu un développement paralleéle a ceux dits des sommes de Riemann.

Nous avons choisi une présentation qui respecte ce parallelisme, et scindé ce chapitre de la facon
suivante :

— présentation des problemes et apercu chronologique;

— bonnes ou mauvaises chalnes de dimension infinie.

§ V.1 : présentation des problémes et apergu chronologique.

Commengcons par citer un résultat relatif & 'uniforme distribution [KuNi], et qui motive la conjecture

de Khinchin :

Proposition-Définition V.1.1. Soit u = (uy,),>1 une suite de nombres réels.
Nous dirons que u est uniformément distribuée mod 1 si quel que soit f : R — R continue et périodique

de période 1,
o 3 s [

n=1
Si (un)n>1 est uniformément distribuée mod 1, alors la convergence ci-dessus a liew pour toute f
Riemann intégrable sur [0,1], le long de la suite (< Up >)n>1-
Si (an)n>1 est une suite strictement croissante d’entiers, alors pour \ presque tout x € T, la suite
(anx)p>1 est uniformément distribuée mod 1.

Voici la conjecture de forte uniforme distribution de Khinchin : quelle que soit f € L'(\), pour A
presque tout z,

Remarquons que d’apres la Proposition precedente, la conclusion est vraie pour f continue.
Il est possible de généraliser la “question” de Khinchin. Soit a = (ay),>1 une suite croissante d’entiers
positifs.
Est-ce que quelle que soit f € L'(\), pour A presque tout z,
N 1

tim 3" f(< anr >) = 1w ? (SK)

Enongons A présent le probléme parallele des sommes de Riemann : est-ce quelle que soit f € LY()),
pour X presque tout x € T,

lim iif(<x+—> /f JAA(y ? (SR)

Pour les problemes de convergence presque stre (SK) et (SR) ci-dessus, la réponse est positive si
a = (a,) = (p") avec p > 2 un entier. Ceci provient du théoréme ergodique [Kr| concernant (SK),
puisque x — px mod 1 est une transformation préservant la mesure de Lebesgue, et ergodique.

Pour ce qui est de (SR), cela tient essentiellement & I'inégalité maximale suivante, due & B. Jessen [Je]
: si p > 2 est un entier, il existe une constante C(p) > 0 telle que quels que soient o > 0 et f € L1()),

(sup|pNZf<x+f>|>a)<C ) flli/ e

n=1

En 1964, W. Rudin [Ru] montre, concernant (SR), le résultat suivant :
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Théoreme V.1.2. Si la suite croissante d’entiers a est telle que pour chaque N > 1, il existe un
sous-ensemble de cardinal N d’éléments de la suite tel que chacun d’entre eux ne divise pas le plus petit
commun multiple des autres, alors il existe un sous-ensemble mesurable A C T tel que la convergence
dans (SR) n'ait pas lieu A-presque stirement pour f =14.

En 1970, J. Marstrand [Ma] infirme la conjecture de Khinchin :

Théoréme V.1.3. [l existe un sous-ensemble mesurable A C T tel que si f =14 et a, = n, la conver-
gence dans (SK) n’a pas lieu A-presque sirement.

Nous restreignons a présent notre étude de la convergence dans (SK) ou (SR) au cas des suites d’entiers
a qui sont ’énumération croissante des éléments d’une chaine, dont voici la définition :

Définition V.1.4. Soit p = (pt)tep une suite finie ou infinie de nombres premiers.

Notons
C(p)={n= pr‘t oy €N, Zat < 00}
teE teE

Nous dirons d’un sous-ensemble C C N qu’il est une chaine si il existe p telle que C = C(p).
Une chaine est donc un sous semi-groupe multiplicatif de N engendré par des nombres premiers.
Nous dirons que C(p) est la chaine engendrée par p.

Nous dirons qu’elle est de dimension d si p a d éléments.

Elle sera dite de dimension infinie dans la cas contraire.

Introduisons quelques dénominations supplémentaires, liées aux problemes de convergence presque siire
dans (SK) et (SR).

Définition V.1.5. Soit p > 1 ou p = 0.

Nous dirons que la chaine C(p) est LP-bonne pour (SK) (respectivement LP-bonne pour (SR)) si pour
la suite a la convergence presque stre a lieu dans (SK) (respectivement (SR)) quelle que soit f € LP(X).

Si tel n’est pas le cas, nous dirons que C(p) est LP-mauvaise pour (SK) (respectivement (SR)).

Cette définition s’étend & un ensemble ' de fonctions Lebesque mesurables sur T quelconque : on
parlera alors naturellement de chaine F-bonne ou mauvaise pour (SK) ou (SR).

Nous pouvons traduire les résultats précités de [Je], [Ru], et [Ma], dans le cas particulier d’une chaine
C(p), de la facon suivante :

—si C(p) est de dimension 1, elle est L'-bonne pour (SR) [Je];

—si C(p) est de dimension infinie, elle est L>°-mauvaise pour (SR) [Rul;

— 81 C(p) est engendrée par tous les nombres premiers, elle est L>-mauvaise pour (SK) [Ma].

Avec ce formalisme, nous pouvons énoncer les résultats existants relativement a (SK) et (SR) pour
les chaines :

Théoréme V.1.6.

Si C(p) est de dimension finie, elle est L>°-bonne pour (SK) [Ma].

Si C(p) est de dimension finie, elle est L>°-bonne pour (SR) [Bal.

Si C(p) est de dimension d, elle est Llog L4~ 1-bonne pour (SR) [DuP4i].

Si C(p) est de dimension finie, elle est L'-bonne pour (SK) [Nal].

Si C(p) est de dimension d, R. Nair retrouve le résultat de [DuPi] par une méthode différente [Na2] (il
généralise par induction sur d linégalité mazimale de [Je]).

Si C(p) est de dimension d, alors I’espace Llog LY~ de [DuPi] est en un certain sens optimal [BuWe].

Les résultats positifs concernant (SR) et (SK) utilisent des inégalités maximales. Celui, négatif, de
[BuWe], repose sur la méthode entropique de J. Bourgain [Bou.

Remarquons enfin que dans le cas de la dimension finie, tant pour (SR) que pour (SK), des résultats
positifs sont accessibles. Par contre dés que la dimension est infinie, la réponse est négative dans (SR)
déja pour L.
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La question naturelle suivante est posée dans [Nal] :
existe-t-il p infinie telle que la chaine associée C(p) soit L!-bonne pour (SK) ?

¢ V.2 : bonnes ou mauvaises chaines de dimension infinie.

L’objet de [La3] est de répondre & la question de [Nal], et de compléter I’étude du probleme (SK)
dans le cas des chaines de dimension infinie.
En premier lieu, nous y prouvons le résultat suivant :

Théoréme V.2.1. [l est possible de choisir, successivement, et de facon explicite, une suite infinie
croissante de mombres premiers py < p2 < ..., telle que la chaine engendrée C(p) soit L'-bonne pour

(SK).

La preuve de ce résultat repose sur un lemme dit “de recouvrement”, et la mise en évidence d’une
action mesurée du semi-groupe abélien £o(N) = U,N? sur 'espace mesuré (T, \) (cf. Prop.-Déf'” 1.2.1.) :
sia=(aq,...,0q,0,0,...,0,...) € fo(N) et x € T, laction I' : T x ¢y(N) — T est définie par

q
= (Ip=)
i=1
On utilise alors le Théoreme ergodique de Tempel’'man [Kr].

Dans [La3] nous affinons notre réponse a la question de [Nal], en appliquant la méthode entropique
de J. Bourgain [Bou], laquelle repose sur 1’énoncé suivant (particularisé au probleme (SK)) (cf. aussi
[RoWi] pour un exposé détaillé) :

Théoréme-Définition V.2.2. Soit (g,)n>1 une suite dans la boule fermée unité de L*()\). Pour & >
0, notons N((gn),8) le nombre minimal de boules dans L*()\) de rayon & centrées en certains “g,”
nécessaires pour recouvrir {g, :n > 1} (égal a +o0 si besoin).

Supposons que la chaine C(p) soit L?-bonne pour (SK).

Alors il existe une constante C' > 0 telle que quelle que soit f € L*(\) telle que || f ||2< 1, quel que
soit § > 0,

N
§(log V(( Z < apx >) 5))1/2 < C.
n:l

113 2

In

Si la chaine est L -bonne pour (SK), alors quel que soit § > 0, il existe une constante C(§) < oo telle
qu’uniformément en || f ||2< 1 et f € L>()\),

1 N
N ((N nz::lf(< an >)) ,5) < C(6).

La stratégie pour obtenir des résultats négatifs dans L% ou L> est de contredire I'existence de C' ou
de C(6) pour certaines valeurs de §. J. Bourgain retrouve d’ailleurs dans [Bou] les résultats de [Ma] et
[Ru], comme applications de sa méthode.

Dans [La3] nous affinons l’application de [Bou] & (SK). Rappelons quelques notions élémentaires
concernant les densités :

—la densité supérieure (respectivement inférieure) de la suite a = (ay,,)n>1, notée d*(a) (respectivement
d,(a)), est définie par

d*(a) = limsupy_, o Card [1, N]ﬁ{an n>1}

Card 1, ]m{an n>1})

(resp. dy(a) = liminfy_

3
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— sa densité, si elle existe, est la valeur commune & d*(a) et d,(a), notée d(a).

Soient, étant données p = (p,) une suite croissante infinie de nombres premiers, et C(p) la chaine
engendrée, étant donnés ¢ > 1 et k > 1 des entiers, et 0 < j < k,
A(j.c) = C(p) N {p*. o7
p(e, k) = min{CardA(j + 1,¢)/CardA(j,c) : 0 < j < k},
Ble, k) = 1(p(c,k)F / (1 + ple, k) + p(e,k)* + ...+ p(c, k)F).

Nous obtenons les criteres suivants, qui permettent éventuellement de décider si une chaine de dimen-
sion infinie est mauvaise pour L% ou L™ :

Théoréme V.2.3. Soit C(p) la chaine engendrée par p.
Associons lui les deux quantités suivantes :

{ Q1(p) = limsupy, sup,>; (¢, k)v/Iogk,
Q2(p) = limsupy, sup.~; B(c, k).

Alors si Q1(p) = +00, la chaine C(p) est L?-mauvaise pour (SK).
Et si Q2(p) > 0, elle est L -mauvaise pour (SK).
En particulier, dés que dy(a) >0, Q2(p) > 3, et la chaine est L°°-mauvaise pour (SK).

Remarquons que si p est finie, Q2(p) = 0. Remarquons aussi que si p décrit 'ensemble des nombres
premiers sauf éventuellement un nombre fini d’entre eux, alors sup.~; 3(c, k) > 1 des que k > 4.

Nous appliquons le critere précédent de fagon inductive pour construire une suite p telle que :

— i p’ désigne la suite complémentaire d’entiers premiers, alors » = o0;

- Q2(p) > %

La premiere condition entraine, via le Théoreme de Davenport-Erdés [T, §111.1, Ex. 6], que d(C(p)) = 0.

Et donc avec la seconde, et le Théoreme V.2.3., nous obtenons :

1
PEP’ p

Théoréme V.2.5. I est possible de construire explicitement une chaine C(p) qui soit o la fois de densité
nulle et L*°-mauvaise pour (SK).
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§VI : renormalisations des systémes de numération

Ce chapitre donne un aper¢u d’ensemble des résultats de [Lal] et [LaTh]. Les versions abstraites de
ceux qui concernent la renormalisation se trouvent dans [HuLa).

Toutefois le cas des systemes de numération de I'intervalle et des renormalisations linéaires reste a notre
avis suffisamment illustratif des phénomenes que nous tentons de décrire, tout en permettant d’éviter une
rédaction trop “technique”.

Bien que [Lal] apparaisse dans la thése de auteur [La0], nous en exposons rapidement le contenu, qui
a motivé notre étude de la renormalisation, jusque la quasi inexistante.

Nous donnons d’abord la définition abstraite des systéemes de numération de l’intervalle, et des suites
de positions barycentriques adaptées associées.

Puis nous exposons en deux sous-chapitres :

— les propriétés métriques des produits de Cantor;

— les criteres de presque sire bonne répartition.

Systémes de numération de I’intervalle.

Nous travaillons modulo 0 pour la mesure de Lebesgue A, et donc, lorsque nous écrivons (a,b) (a,b € R),
nous désignons n’importe lequel des quatre intervalles possibles; également, les partitions considérées ci-
apres en sont modulo 0.

Si x est un réel, (z) désigne sa partie fractionnaire.

Un systéme de numération de l'intervalle est un couple S = ([0, 1], P), ol
(SN1) : P = (P;)i>0, et chaque P; est une partition en intervalles de longueurs positives de
Iintervalle [0, 1];
(SN2) : chaque P;11 raffine Py;
(SN3) : U;P; engendre la tribu des sous-ensembles Lebesgue mesurables de [0, 1].

Notons alors P; = {P; ; : j € E;}, et aussi
Pij = (aiz,bij), j€E, i20.
Soit A, la famille constituée des suites (jo,... ,Jn—1) € H?:_OI E; telles que
Ny Piji #0 (= Pu_1,, , sinon vide),

et soit A ensemble des suites de chiffres admissibles, qui est ensemble des suites (j;)i>0 € [[; Ei telles
que quel que soit n > 1, (Jo, ... ,jn-1) € An.
Les propriétés (SN1 — 3) montrent que modulo un ensemble de mesure nulle, quel que soit z € (0, 1),

si ji(z) € E; est défini par x € P, j, (), alors

{Z‘} = miPi,ji(:r)~
La suite obtenue (j;(x)) € [[, E; est la suite des chiffres de x dans le systeme de numération S.

Soit (¢, : (0,1) — (0,1)),>0 une suite de variables aléatoires telle que pour chaque n, ou bien t, = t, 1
ou bien t, = t, 2, ou, si z € [0, 1],

{ tn1 (@) = (@ = anju() / (Onjute) = njni@));

v
tn2(@) = (bnju@) = %) [ (Onju(@) = Gnjuia)) V)

Nous appelons une telle suite une suite de positions barycentriques adaptées & S (dans [HuLa] il s’agit
des renormalisations linéaires).

L’étude de la renormalisation des systemes de numération de l'intervalle que nous proposons consiste
a étudier les propriétés de presque sire bonne répartition de (t,(x))n>0.

Ceci fait suite & [Sa] et [Sc,§ 11] ol la renormalisation est sous-jacente mais n’est manifestement pas
envisagée.
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§ VI.1 : les propriétés métriques des produits de Cantor.

Nous présentons ici ’étude de certains résultats concernant la dynamique associée a la numération
en produit de Cantor, qui sont illustratifs de l'apparition de comportements pathologiques lorsque la
transformation n’est pas uniformément dilatante [CoEc].

C’est en tentant d’obtenir des informations stochastiques sans que soit disponible une mesure absolu-
ment continue invariante que nous avons étudié dans [Lal] la compléte uniforme répartition des suites de
positions barycentriques associées au développement en produit de Cantor.

Ainsi il est possible d’envisager la pathologie comme une motivation pour l’étude des distributions des
suites de positions barycentriques.

Les produits de Cantor.

Soit k > 1 un entier, et x € [0,1]. Alors définissons

ro(x) > 1 comme le seul entier tel que % <z< T(]T(Ox(;vlk;
_ (ro(@)tky,
T$ = J}( Uro($) )a

Tne1(z) = ro(T™x), n > 0.
Remarquons que T est affine par morceauzx, T' > 1 partout, mais il n’existe pas de p > 1 tel que T' > p.
Dans [Sil] et [Op], il est démontré que
ri(z)
x = _ .

izo "
Nous obtenons ainsi la numération en produit de Cantor généralisé. Pour k = 1, il s’agit du produit
de Cantor classique [Per].
A z nous associons ses chiffres, la suite (r;(z))i>o. Ces chiffres sont déterminés par Uitération de la
ieme

transformation T, le n chiffre étant déterminé par le fait que

: [ ra(e) -1 7n(T)
T"(z) € I(rn(2)) = Lﬂn(w) — 14k rp(z)+k

Notons que T est injective sur chacun des intervalles I(r), r > 1, et que
Ur>1I(r) = [0,1].
Notons aussi que la partition {I(r) : r > 1} est Markovienne, et plus précisément, que
T(I(r) = Upsr2 g r1ye-1 L ().

Nous en déduisons les conditions d’admissibilité des chiffres : étant donnée une suite (r,)n>0 d’entiers
> 1, il existe x tel que (1p)n>0 = (1 (2))n>0 si et seulement si quel que soit n > 0,

Trnal > rfL +rn—1k-1).

Enfin, remarquons que si quel que soit n > 0, r,(z) = 1, alors = 0, le seul point fixe de T
Peut-étre pour le folklore, citons quelques identités remarquables :

/% =TII.so ¢(7f;})gg(;+l, #(x) = 222 — 1 (formule d’Euler, cf. [MFVP]);
. ™ (2
[222 = Tlso stoiigs V(@) = 2 + 322 — 2
(formule d’Escott, cf. [Es], [Si2]);
()¢
V2 =1 =TLso gy $(@) = 42% — 1+ 20V207 =1 ([St]).

Pathologie de la dynamique associée.

La transformation T que nous avons décrite est affine par morceaux mais n’est pas uniformément
dilatante [CoEc], ce qui contraste avec les numérations les plus étudiées, e.g. les fractions continues [Kh],
[Sc]. En fait, si « # 0, alors T"x tend vers 1.

Le résultat suivant décrit les mesures positives invariantes disponibles :
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Théoreme VI1.1.1. La seule mesure de probabilités borélienne qui soit T-invariante est dg, la mesure de
Dirac en 0.

Soient 0 < a<1,U = [a,1], et V=T"1(U)\U.

Alors il y a une correspondance bijective entre I’ensemble des fonctions mesurables positives o-finies
sur Vet celui des densités de mesures boréliennes positives o-finies absolument continues T-invariantes.

1l existe deux sous-ensembles mesurables disjoints de mesures de Lebesque positives et qui sotent T-
invariants (on utilise ici le Théoreme VI.1.2. suivant).

Aucune mesure de probabilités absolument continue et invariante n’est donc disponible. Toutefois, par
analogie avec ce qui se passe avec les séries de Sylvester [GoSm]|, [Ga], nous obtenons des informations
stochastiques :

Théoréme VI.1.2. Pour A-presque tout x de [0,1],

B(z)= lim 0ETn(2)

existe.
n—-+oo 2

De plus, il existe une constante v > 0 telle que quels que soient 7 > 1, n >0, et € > 0,

Mo o) = et 0 < B(e) — 280 <o) > (1 T ra(e) = )

La fonction 3 vérifie les identités B(Tx) = 20(x) et B(357) = 38(x).

Le systéme de numération associé a T.

Onaz=1][,5 #()ﬂ)_k, et de plus,

est le “produit tronqué a l’ordre n”.
SN _ _r—1 _ _ay <
Posons, pour r > 1, a, = ;7 et b, = T Alors

I(r) = [ar,ar41[ et T(I(r)) = [by, 1[.

Nous obtenons un systéeme de numération S, avec P = (P;), ol chaque P; est constituée des sous-
intervalles de longueur mazimale sur lesquels T™ est injective.
En choisissant ¢, = ¢, 1 (cf. (V)), on obtient I'expression

b () = T"T — ar, (z) S n>o.
arn(z)+1 - arn(x) o

En appliquant un Lemme de [Ph], nous montrons que

Théoréme VI.1.3. Pour \-presque tout x € [0, 1], quels que soient p > 1 et f:[0,1]? — R continue, si
AP désigne la mesure de Lebesgue sur [0,1]P,

1 N-1
i Y Ftal2),- - s tarpoa(@)) — f(w)dA? (u).
n=0

[0,1]7

En d’autres termes, la suite (t,(x))n>0 est complétement uniformément distribuée mod 1.

Nous simplifions la preuve du Théoreme VI.1.3. dans [LaTh].
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§ VI.2 : les critéres de presque sire bonne répartition.

Nous reprenons “le” systéme de numération S introduit en début de chapitre, ainsi que les notations
associées, et une suite, choisie, de positions barycentriques adaptées (t,) (cf. (V)).

L’application ®s associée & S et (t,).

Pour I’étude de la complete uniforme distribution presque stre, ’application suivante, introduite dans
[LaTh], est essentielle :

Proposition-Définition VI.2.1. Soit 0 < d < 1.
Notons, pour j >0, Wy (d) = {z: 0 < t,(x) <d}.
Alors A\(W,(d)) = d (les t,, ont une loi uniforme).
Soit
ds: [0, 1] — [0, 1]

définie inductivement en u = (u;)i>o0 & laide de la suite de chiffres

(Ji)izo = (Ji(Ps(u)))ixo

en posant

Ug € PO,jo; 4
U; € ti_1(mi:OPt7jt), 1> 1.

Soit NV = @50 A la mesure produit.
Alors -
(i) ®s est mesurable;

(i) si A C[0,1] est Lebesgue mesurable, \N(®5'(A)) = A\(A);
(13i)  quel que soit x, Ds((tn(x))n>0) = ;
(iv) si®s(u) =z, etsii>1,u; —ti(x)] < NPiji) [ NP1 1(x))-

Dans [Sc, §11], suivant [Ga], il est démontré que A(W,,(d)) = d + O(3) pour les numérations en séries
de Engel, Luréth et Sylvester. Notre proposition montre que O(%) = 0 convient; elle permet aussi de
retrouver certains résultats de [Sal.

Discrépance et Lemmes préliminaires.
Rappelons quelques définitions concernant la discrépance [KulNi] :

Définition VI.2.2. Soient u € [0,1]N, et p > 1.
Notons u(P) = (ug-p))jzo € ([0, 1]")N la suite définie par

uﬁp) = (uj, Ujy1,- - s Ujyp-1), J 20,

et N = Qo<j<p—1A la mesure produit sur [0, 1]P.
Soit Pp = {(a1,b1) X ... % (ap,bp), 0 <a; <b; <1, 1 <i<p} Uensemble des pavés de [0,1]N.
Soient N > 1 et P € P,; alors posons

E,(u,N,P) = Card {i < N : u{") € P} — \P(P)- N;

b

Dy(u, N) = sup |Ep(u, N, P)|,
PeP,
Dy (u) = limsup %D, (u, N).
N——+oco

Alors D, (u) est appelé la discrépance p-dimensionnelle (linéaire) de w.



DOCUMENT DE SYNTHESE 41

La discrépance logarithmique p-dimensionnelle de u est définie par

D’ (u) = limsup ————

() = limsup 6 Ny

La suite u € [0,1]N est dite complétement uniformément distribuée (respectivement uniformément
distribuée) si pour chaque p > 1 (respectivement p = 1),

D,(u) = 0.

D,(u,N).

Dans [LaTh], a I'aide du critére de Weyl [KuNi], nous montrons le Lemme préliminaire suivant :
Lemme VI.2.3. Soient u,v € (0,1)%
Si

*Z|uzf vi| — 0,
N—+o00

<N

alors quel que soit p > 1,
(Dp(u) = 0) < (Dp(v) =0).

Ce Lemme a sa “version logarithmique”

Lemme VI.2.4. Soient u,v € (0,1)V telles que
[t — V| = (’)(e_mz).

Alors quel que soit p > 1,
LN e
Dp(u) = Dp(v).

Les critéres de presque siire bonne (compléte) distribution.

D’apres [KuNi], AN-presque toute suite u € [0, 1]Y est complétement uniformément distribuée (cf. Déft"
VI1.2.2.), et presque toutes ces suites sont telles que quel que soit p > 1, Df;(u) = 4o00.

Dans [LaTh], via 'application ®s de VI.2.1., nous transportons les propriétés presque siires connues
sur [0,1]N & [0, 1], et obtenons le résultat suivant :

Théoreme VI.2.5. Supposons que

Az lim H_l’jl“(x)) =0)=1
N—oo N Z 7]7(95))

Alors A-presque strement, (t,(x))n>0 est complétement uniformément distribuée.

Supposons que
MPit 1,441 (2) N
P = 0(e™"),i>0) =
)‘(Pi’jz‘(z))

Alors A-presque stirement, quel que soit p > 1, Dﬁ((tn(x))nzo) = +o0.

Az

Pour les séries de Engel et Sylvester, le premier critere du Théoreme précédent s’applique, ce qui
renforce les résultats de [Sc,§ 11].
Il s’applique aussi aux produits de Cantor, ce qui simplifie la preuve du Théoreme VI.1.3. de [Lal].

Pour ce qui est de la propriété moins forte d’uniforme distribution presque stre de (¢,(x))n>0, en
application de [Ph] et de VI.2.1., nous prouvons le :
Théoreme VI1.2.6. Supposons qu’il existe g > 1 et k > 1 tels que
AB(no(z),. .. ,npyr(x))) < 1 =1
A(B(no(z), ... ,np(2))) ~ ¢

Alors pour presque tout x, la suite (tn(2))n>0 est uniformément distribuée.

Mz:Vp>1
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Applications.

Ceci s’applique & tous les systémes de numération de lintervalle que l'on trouve dans [Sc], sauf
éventuellement certaines (-expansions [Pa3]. Donc la renormalisation a sa place en théorie des nom-
bres presque stire, en tant que source éventuelle d’informations stochastiques.

Le critere du Théoréme VI.2.6. n’est manifestement pas optimal [HuLa]. Nous pensons par contre que
le premier du Théoreme VI.2.5. n’est pas loin de ’étre.

Concluons par une application au systéme de numération en fractions continues [Kh].

Soit Tz = (3), = €]0,1, la transformation associée, et notons £= le pieme

Alors pour A-presque tout z, la suite (¢, (z)) est uniformément mais non complétement uniformément

distribuée mod 1, ou

convergent associé a x.

n n— ™ . n 1-1m
bo(a) = G Ean )T s ol z)

qn + gn1 Tz qn + gna Tz’
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