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è
l
e

l
i
n
é
a
i
r
e

e
t

m
o
d
è
l
e

l
i
n
é
a
i
r
e

g
é
n
é
r
a
l
.

R
e
t
o
u
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a
u

p
l
a
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d
u

c
o
u
r
s
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1
I
n

t
r
o

d
u

c
t
i
o

n

C
e

chapitre
élém

entaire
perm

etd’introduire
sim

plem
entcertains

concepts
clefs

:m
odèle,estim

ations,tests,diagnostics,quiserontensuite
déclinés

dans
des

cadres
plus

généraux.Ilvienten
com

plém
entd’un

cours
traditionnelde

Statistique
de

niveau
bac+3

surl’estim
ation

etles
tests.

2
M

o
d

è
l
e

O
n

note
Y

la
variable

aléatoire
réelle

à
expliqueretX

la
variable

explicative
(déterm

iniste)ou
effetfixe

ou
facteurcontrôlé.Le

m
odèle

revientà
supposer,

qu’en
m

oyenne,E
(Y

),estune
fonction

affine
de

X
.

E
(Y

)
=

f
(X

)
=

�
0
+

�
1 X

.

R
e
m

a
r
q
u
e

:N
oussupposeronspoursim

plifierque
X

estdéterm
iniste.D

ans
le

cas
contraire,

X
aléatoire,le

m
odèle

s’écritalors
conditionnellem

entaux
observations

de
X

:
E
(Y

|X
=

x
)
=

�
0
+

�
1 x

etconduitaux
m

êm
es

estim
a-

tions.
Pour

une
séquence

d’observations
aléatoires

identiquem
ent

distribuées
{
(y

i ,x
i

)i
=

1,...,n}
(n

>
2,etles

x
i

non
tous

égaux),le
m

odèle
s’écrit

avec
les

observations
:y
i

=
�
0
+

�
1 x

i

+
u
i

i
=

1,...,n

ou
sous

la
form

e
m

atricielle
:

264
y
1...y
n 375

=

264
1

x
1

...
...

1
x
n 375


�
0

�
1 �

+

264
u
1...u
n 375

,

y
=

X
�
+

u

où
le

vecteur
u

contientles
erreurs.

Les
h
y
p
o
t
h
è
s
e
s

relatives
à

ce
m

odèle
sontles

suivantes
:

1.
la

distribution
de

l’erreur
u

estindépendante
de

X
o
u
X

estfixe,
2.

l’erreurestcentrée
etde

variance
constante

(hom
oscédasticité):

8
i
=

1,...,n
E
(u

i

)
=

0,
Var

(u
i

)
=

�
2u

.

3.
�
0

et
�
1

sontconstants,pas
de

rupture
du

m
odèle.

4.
H

ypothèse
com

plém
entaire

pourles
inférences

:
u
⇠

N
(
0,�

2u

I
p

).

3
E

s
t
i
m

a
t
i
o

n

L’estim
ation

des
param

ètres
�
0 ,�

1 ,�
2

estobtenue
en

m
axim

isantla
vrai-

sem
blance,sous

l’hypothèse
que

les
erreurs

sontgaussiennes,ou
encore

par
m

inim
isation

de
la

som
m

e
des

carrés
des

écarts
entre

observations
etm

odèle
(m

oindrescarrés).Pourun
jeu

de
données{

(x
i ,y

i

)i
=

1
...,n},le

critère
des

m
oindres

carrés
s’écrit:

m
i
n

�

0
,
�

1

n

X

i=
1

(y
i �

�
0 �

�
1 x

i

)

2.

O
n

pose
:x̄
=

1

n

n

X

i=
1

x
i ,

ȳ
=

1

n

n

X

i=
1

y
i ,

s
2x

=

1

n
�
1

n

X

i=
1

(x
i �

x̄
)

2,
s
2y

=

1

n
�
1

n

X

i=
1

(y
i �

ȳ
)

2,

s
x
y

=

1

n
�
1

n

X

i=
1

(x
i �

x̄
)
(y

i �
ȳ
),

r
=

s
x
y

s
x

s
y

;
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Les
m

oindres
carrés

sontobtenus
par:

b
1

=

s
x
y

s
2x

,

b
0

=
ȳ
�

b
1 x̄

.

O
n

m
ontre

que
ce

sont
des

estim
ateurs

sans
biais

et
de

variance
m

inim
um

parm
iles

estim
ateurs

fonctions
linéaires

des
y
i

(resp.parm
itous

les
estim

a-
teursdansle

casgaussien).À
chaque

valeurde
X

correspond
la

valeur
e
s
t
i
m

é
e

(ou
prédite,ajustée)de

Y
:

by
i

=
b
0
+

b
1 x

i ,

les
r
é
s
i
d
u
s

calculés
ou

estim
és

sont:

e
i

=
y
i �

by
i .

La
variance

�
2u

estestim
ée

parla
variation

résiduelle
:

s
2
=

1

n
�

2

n

X

i=
1

e
2i .

3
.
1

I
n

f
é
r
e
n

c
e

Les
estim

ateurs
b
0

et
b
1

sontdes
variables

aléatoires
réelles

de
m

atrice
de

covariance
:

�
2u

"
1n

+

x̄

2

(
n
�
1
)
s

2x

�
x̄

(
n
�
1
)
s

2x

�
x̄

(
n
�
1
)
s

2x

1
(
n
�
1
)
s

2x

#

quiestestim
ée

en
rem

plaçant
�
2u

parson
estim

ation
s
2.Sous

l’hypothèse
que

les
résidus

sontgaussiens,on
m

ontre
que

(n
�
2
)s

2

�
2u

⇠
�
2(
n
�
2
)

etdonc
que

les
statistiques

(b
0 �

�
0
) ,

s ✓
1

n
+

x̄
2

(n
�

1
)s

2x ◆
1
/
2

et
(b

1 �
�
1
) ,

s ✓
1

(n
�

1
)s

2x ◆
1
/
2 suiventdes

lois
de

Studentà
(n

�
2
)

degrés
de

liberté.C
eciperm

etde
tes-

ter
l’hypothèse

de
nullité

d’un
de

ces
param

ètres
ainsique

de
construire

les
intervalles

de
confiance

:

b
0

±
t
↵
/
2
;(
n
�
2
) s ✓

1

n
+

x̄
2

(n
�
1
)s

2x ◆
1
/
2

,

b
1

±
t
↵
/
2
;(
n
�
2
) s ✓

1

(n
�
1
)s

2x ◆
1
/
2

.

A
t
t
e
n
t
i
o
n

:une
inférence

conjointe
sur

�
0

et
�
1

ne
peutêtre

obtenue
en

consi-
dérantséparém

entles
intervalles

de
confiance.La

région
de

confiance
esten

effetune
ellipse

d’équation
:

n
(b

0 �
�
0
)

2
+
2
(b

0 �
�
0
)
(b

1 �
�
1
)

n

X

i=
1

x
i

+
(b

1 �
�
1
)

2
n

X

i=
1

x
2i

=
2s

2F
↵
;2
,(
n
�
2
)

quiestinclue
dans

le
rectangle

définipar
les

intervalles.U
n

grande
partdes

valeurs
du

couple
(�

0 ,�
1
)

est
donc

exclue
de

la
région

de
confiance

et
ce

d’autantplus
que

b
0

et
b
1

sontcorrélés.

4
Q

u
a
l
i
t
é

d
’
a
j
u

s
t
e
m

e
n

t
,
p

r
é
d

i
c
t
i
o

n

Ilestd’usage
de

décom
poserles

som
m

es
de

carrés
des

écarts
à

la
m

oyenne
sous

la
form

e
ci-dessous;les

notations
sontcelles

de
la

plupartdes
logiciels

:

T
o
t
a
l

s
u
m

o
f

s
q
u
a
r
e
s

SST
=

(n
�
1
)s

2y ,

R
e
g
r
e
s
s
i
o
n

s
u
m

o
f

s
q
u
a
r
e
s

SSR
=

(n
�
1
)

s

2x
y

s

2x

,

E
r
r
o
r

s
u
m

o
f

s
q
u
a
r
e
s

SSE
=

(n
�
2
)s

2,

eton
vérifie

:SST
=

SSR
+

SSE.
O

n
appelle

c
o
e
f
fi
c
i
e
n
t

d
e

d
é
t
e
r
m

i
n
a
t
i
o
n

la
quantité

R
2
=

r
2
=

s
2x
y

s
2x

s
2y

=
1
�

n
�

2

n
�

1

s
2

s
2y

=

SSR
SST

quiexprim
e

le
rapportentre

la
variance

expliquée
parle

m
odèle

etla
variance

totale.
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Sous
l’hypothèse

:
�
1
=

0,la
statistique

(n
�

2
)

R
2

1
�
R

2
=

(n
�

2
) SSR

SSE
suitune

distribution
de

FisherF
1
,(
n
�
2
) .C

ette
statistique

estle
carré

de
la

sta-
tistique

de
Studentcorrespondantà

la
m

êm
e

hypothèse.
C

onnaissantune
valeur

x
0 ,on

définitdeux
i
n
t
e
r
v
a
l
l
e
s

d
e

c
o
n
fi
a
n
c
e

d
e

p
r
é
-

d
i
c
t
i
o
n

à
partirde

la
valeurprédite

by0
=

b
0
+
b
1 x

0 .Le
prem

ierencadre
E
(Y

)

sachantX
=

x
0 ;le

deuxièm
e,quiencadre

by0
estplusgrand

cariltientcom
pte

de
la

variance
totale

:
�
2u

+
Var

(by0
)

:

by0
±

t
↵
/
2
;(
n
�
2
) s ✓

1

n
+

(x
0 �

x̄
)

2

(n
�
1
)s

2x ◆
1
/
2

,

by0
±

t
↵
/
2
;(
n
�
2
) s ✓

1
+

1

n
+

(x
0 �

x̄
)

2

(n
�
1
)s

2x ◆
1
/
2

.

Les
logiciels

proposentégalem
entune

b
a
n
d
e

d
e

c
o
n
fi
a
n
c
e

entre
deux

arcs
d’hyperboles

pourla
droite

de
régression.À

chaque
point

(b
0 ,b

1
)

de
l’ellipse

de
confiance

de
(�

0 ,�
1
)correspond

une
droite

d’équation
by
=

b
0
+
b
1 x.Toutes

ces
droites

sontcom
prises

entre
les

bornes
:

by
±
s q

F
1
,(
n
�
2
) ✓

1

n
+

(x
�
x̄
)

2

(n
�
1
)s

2x ◆
1
/
2

.

C
eci

signifie
que

cette
bande

recouvre
la

“vraie”
ligne

avec
une

probabilité
1
�

↵
.Elle

estplus
grande

que
celle

associée
aux

intervalles
de

confiance
des

E
(Y

).
A

t
t
e
n
t
i
o
n

:la
prédiction

par
intervalle

n’estjustifiée
que

pourdes
observa-

tions
appartenantà

la
population

échantillonnée
età

condition
que

les
hypo-

thèses:linéarité,erreursi.i.d.,(norm
alité),soientvalides.Éviterlesextrapola-

tions.

5
N

u
a
g

e
d

e
p

o
i
n

t
s
,
t
r
a
n

s
f
o

r
m

a
t
i
o

n
s

Toute
tentative

de
m

odélisation
nécessite

une
étude

descriptive
préalable

afin
de

s’assurer,au
m

oinsgraphiquem
ent,de

la
validité

deshypothèsesconsi-
dérées.C

ecipasse

1.
par

une
étude

uni-variée
de

chaque
distribution

pour
détecter

des
dissy-

m
étries

ou
encore

des
valeurs

atypiques
(outliers):boîtes

à
m

oustaches,
histogram

m
es,estim

ation
non-param

étrique
de

la
densité,

2.
puis

par
une

représentation
du

nuage
de

points
dans

le
repère

(X
,Y

)
et

une
régression

non-param
étrique

afin
de

déceler
une

éventuelle
liaison

non-linéaire
entre

lesvariables.
A

t
t
e
n
t
i
o
n,m

êm
e

sielle
estforte,une

liai-
son

non-linéaire,
par

exem
ple

de
type

quadratique
entre

X
et

Y
,

peut
conduire

néanm
oins

a
un

coefficientde
corrélation

linéaire
très

faible.

D
anslesdeux

cas,en
casde

problèm
es,le

rem
ède

consiste
souventà

recher-
cher

des
transform

ations
des

variables
perm

ettantde
rendre

les
distributions

sym
étriques,de

“banaliser”
les

points
atypiques

etde
rendre

linéaire
la

rela-
tion.La

qualité
de

l’estim
ation

d’une
distribution

parun
histogram

m
e

dépend
beaucoup

du
découpage

en
classe.M

alheureusem
ent,plutôtque

de
fournirdes

classes
d’effectifs

égaux
etdonc

de
m

ieux
répartirl’im

précision,les
logiciels

utilisentdesclassesd’am
plitudeségalesettracentdonc

deshistogram
m

espar-
fois

peu
représentatifs.C

es
20

dernières
années,à

la
suite

du
développem

ent
des

m
oyens

de
calcul,

sont
apparues

des
m

éthodes
d’estim

ation
dites

f
o
n
c
-

t
i
o
n
n
e
l
l
e
s

ou
n
o
n
-
p
a
r
a
m

é
t
r
i
q
u
e
s

quiproposentd’estim
erla

distribution
d’une

variable
ou

la
relation

entre
deux

variables
par

une
fonction

construite
point

parpoint(noyaux)ou
dansune

base
de

fonctions
s
p
l
i
n
e
s.C

esestim
ationssont

sim
plesà

calculer(pourl’ordinateur)m
aisnécessitentle

choix
d’un

param
ètre

dit
de

l
i
s
s
a
g
e.

Les
dém

onstrations
du

caractère
optim

al
de

ces
estim

ations
fonctionnelles,liée

à
l’optim

alité
du

choix
de

la
valeur

du
param

ètre
de

lis-
sage,fontappelà

des
outils

théoriques
plus

sophistiquées
sortantdu

cadre
de

ce
cours

(Eubank
1988,Silverm

an
1986).

N
ous

résum
ons

ci-dessous
les

techniques
non-param

étriques,sim
ples

etef-
ficaces

dans
ce

genre
de

situation,trop
rarem

entenseignées
dans

un
cours

de
statistique

descriptive,
m

ais
déjà

présentes
dans

certains
logiciels

(SA
S/IN

-
SIG

H
T).

5
.
1

E
s

t
i
m

a
t
i
o

n
d

e
l
a

d
e
n

s
i
t
é

L’estim
ation

de
la

densité
par

la
m

éthode
du

noyau
se

m
etsous

la
form

e
générale

:

bg
�

(x
)
=

1

n
�

n

X

i=
1

K

✓
x
�

x
i

�

◆

3



R
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g
r
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i
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n
l
i
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é
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i
r
e

s
i
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l
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où
�

est
le

param
ètre

de
lissage

optim
isée

par
une

procédure
autom

atique
qui

m
inim

ise
une

approxim
ation

de
l’erreur

quadratique
m

oyenne
intégrée

(M
ISE

:norm
e

dans
l’espace

L
2);

K
estune

fonction
sym

étrique,positive,
concave,appelée

n
o
y
a
u

dontla
form

e
précise

im
porte

peu.C
’estsouventla

fonction
densité

de
la

loigaussienne
:

K
(t
)
=

1

p
2
⇡
e
x
p
(�

t 2/
2
)

quipossède
de

bonnes
propriétés

de
régularité.Le

principe
consiste

sim
ple-

m
ent

à
associer

à
chaque

observation
un

“élém
ent

de
densité”

de
la

form
e

du
noyau

K
età

som
m

ertous
ces

élém
ents.U

n
histogram

m
e

estune
version

particulière
d’estim

ation
danslaquelle

l”’élém
entde

densité”
estun

“petitrec-
tangle”

dans
la

classe
de

l’observation.

5
.
2

R
é
g

r
e

s
s

i
o

n
n

o
n

-
p

a
r
a

m
é
t
r
i
q

u
e

O
n

considère
un

m
odèle

de
régression

de
la

form
e

y
i

=
f
(x

i

)
+

"
i

où
leserreurssontcentréesetla

fonction
f

estsupposée
régulière

:existence
de

dérivées
jusqu’à

un
certain

ordre.D
ans

ce
contexte,de

nom
breux

estim
ateurs

de
f

ontété
proposés.Ils

conduisentsouventà
des

résultats
assez

voisins,le
pointle

plus
sensible

étantle
choix

de
�.

S
p

l
i
n

e

Le
l
i
s
s
a
g
e

s
p
l
i
n
e

élém
entaire

consiste
à

rechercher,dans
l’espace

des
fonc-

tions
continûm

ent
différentiables

et
avec

une
dérivée

seconde
de

carré
inté-

grable,le
m

inim
um

d’un
critère

com
binantajustem

entdes
observations

etré-
gularité

de
la

solution
:

cf
�

=
a
r
g
m
i
n

f

1

n

n

X

i=
1

(y
i �

f
(x

i

)
)

2
+
�

Z
+
1

�
1

(f
00
(x
)
)

2d
x
.

O
n

m
ontre

que
l’on

obtientune
fonction

polynôm
iale

(de
degré

3)
par

m
or-

ceaux.La
valeuroptim

ale
du

param
ètre

de
lissage

estfixée
parvalidation

croi-
sée

généralisée
(G

C
V

).

N
o
y
a

u

La
régression

non-param
étrique

parla
m

éthode
du

noyau
consiste

à
calculer

une
m

oyenne
pondérée

autourde
chaque

observation.La
pondération

estfixée
par

une
fonction

K
du

m
êm

e
type

que
celle

utilisée
pour

l’estim
ation

de
la

densité.
cf
�

(x
)
=

n

X

i=
1

K
�
x�

x

i

�

�
x
i

P
nj=

1
K

⇣
x�

x

j

�

⌘
.

L
o

e
s
s

L’estim
ateur

précédent
est

susceptible
de

biais
m

êm
e

dans
le

cas
sim

ple
de

points
alignés.U

ne
adaptation

propose
de

calculer,plutôtqu’une
m

oyenne
locale

pondérée,une
régression

linéaire
ou

m
êm

e
quadratique

locale.O
n

parle
alors

de
lisseurpolynôm

iallocal.

5
.
2

.
1

t
r
a

n
s
f
o

r
m

a
t
i
o

n
s

D
ans

le
cas

où
des

problèm
es

(distribution,non-linéarité)ontété
identifiés,

l’étape
suivante

consiste
à

rechercherdes
transform

ations
élém

entaires
(loga-

rithm
e,puissance)

des
variables

susceptibles
de

les
résoudre.C

eci
am

ène
à

étudierles
m

odèles
des

exem
ples

suivants
:

Y
=

�
0
+
�
1
l
n
X

l
n
Y

=
�
0
+
�
1 X

ou
Y

=
a
b
X

avec
�
0
=

l
n
a

et
�
1
=

l
n
b

l
n
Y

=
�
0
+
�
1
l
n
X

ou
Y

=
a
X

�

1
avec

�
0
=

l
n
a

Y
=

�
0
+
�
1
(
1
/
X
)

Y
=

�
0
+

�
1 X

1
/
2

Y
=

�
0
+

�
1 X

2
ou,plus

généralem
ent,

Y
=

�
0
+

�
1 X

↵

...

6
I
n

fl
u

e
n

c
e

Le
critère

desm
oindrescarrés,com

m
e

la
vraisem

blance
appliquée

à
une

dis-
tribution

gaussienne
douteuse,esttrès

sensible
à

des
observations

atypiques,

4



R
é

g
r
e

s
s
i
o

n
l
i
n

é
a

i
r
e

s
i
m

p
l
e

hors“norm
e”

(outliers)c’est-à-dire
quiprésententdesvaleurstrop

singulières.
L’étude

descriptive
initiale

perm
etsans

doute
déjà

d’en
repérerm

ais
c’estin-

suffisant.
U

n
diagnostic

doit
être

établi
dans

le
cadre

spécifique
du

m
odèle

recherché
afin

d’identifier
les

observations
i
n
fl
u
e
n
t
e
s

c’est-à-dire
celles

dont
une

faible
variation

du
couple

(x
i ,y

i

)
induisentune

m
odification

im
portante

des
caractéristiques

du
m

odèle.
C

es
observations

repérées,iln’y
a

pas
de

rem
ède

universel:supprim
erun

valeuraberrante,corrigerune
erreurde

m
esure,construire

une
estim

ation
ro-

buste
(en

norm
e
L
1 ),

ne
rien

faire...,
cela

dépend
du

contexte
et

doit
être

négocié
avec

le
com

m
anditaire

de
l’étude.

6
.
1

E
f
f
e
t

l
e
v
i
e
r

U
ne

prem
ière

indication
estdonnée

parl’éloignem
entde

x
i parrapportà

la
m

oyenne
x̄.En

effet,écrivonslesprédicteurs
by
i com

m
e

com
binaisonslinéaires

des
observations

(cf.exo
3):

by
i

=
b
0
+
b
1 x

i

=

n

X

j=
1

h
i
j y

j

avec
h
i
j

=

1

n
+

(x
i �

x̄
)
(x

j �
x̄
)

P
nj=

1
(x

j �
x̄
)

2
;

en
notant

H
la

m
atrice

(hatm
atrix)des

h
i
j

cecis’exprim
e

encore
m

atricielle-
m

ent:
by
=

H
y
.

Les
élém

ents
diagonaux

h
i
i de

cette
m

atrice
m

esurentainsil’im
pactou

l’im
-

portance
du

rôle
que

joue
y
i dans

l’estim
ation

de
by
i .

6
.
2

R
é
s
i
d

u
s

D
ifférents

types
de

résidus
sontdéfinis

afin
d’affinerleurs

propriétés.
Résidus:

e
i

=
y
i �

by
i

Résidus
i :

e
(
i)
i

=
y
i �

dy(
i)
i

=

e

i

1�
h

i
i

où
dy(
i)
i estla

prévision
de

y
i calculée

sans
la

ièm
e

observation
(x

i ,y
i

).
O

n
notePR

ESS
=

n

X

i=
1

e
2(
i)
i

(predicted
residualsum

ofsquares)

la
som

m
e

des
carrés

de
ces

résidus.

Résidusstandardisés:
M

êm
e

sil’hypothèse
d’hom

oscédasticité
estvérifiée,

ceux-cin’ontpasla
m

êm
e

variance
:E

(e
i

)
=

0
etVar

(e
i

)
=

�
2u

(
1�

h
i
i

).
Ilestdonc

d’usage
d’en

calculer
des

versions
s
t
a
n
d
a
r
d
i
s
é
e
s

afin
de

les
rendre

com
parables

:
r
i

=

e
i

s p
1
�

h
i
i .

Résidusstudentisés:
La

standardisation
(“interne”)dépend

de
e
i dans

le
cal-

culde
s

estim
ation

de
Var

(e
i

).U
ne

estim
ation

non
biaisée

de
cette

va-
riance

estbasée
sur

s
2(
i)
=


(n

�
2
)s

2�
e
2i

1
�

h
i
i �

/
(n

�
3
)

quine
tientpascom

pte
de

la
ièm

e
observation.O

n
définitalorslesrésidus

s
t
u
d
e
n
t
i
s
é
s

par:
t
i

=

e
i

s
(
i) p

1
�
h
i
i .

Sous
hypothèse

de
norm

alité,on
m

ontre
que

ces
résidus

suiventune
loi

de
Studentà

(n
�

3
)

degrés
de

liberté.
Ilestainsipossible

de
construire

un
testafin

tester
la

présence
d’

u
n
e

obser-
vation

atypique
ou

de
plusieurs

en
utilisant

l’inégalité
de

B
onferroni.

Plus
concrètem

ent,en
pratique,les

résidus
studentisés

sontcom
parés

aux
bornes

±
2.

6
.
3

D
i
a
g

n
o

s
t
i
c
s

Les
deux

critères
précédents

contribuentà
déceler

des
observations

poten-
tièlem

entinfluentes
par

leur
éloignem

entà
x̄

ou
la

taille
des

résidus.C
es

in-
form

ationssontsynthétiséesdansdescritèresévaluantdirectem
entl’influence

d’une
observation

sur
certains

param
ètres

:les
prédictions

by
i ,les

param
ètres

b
0 ,b

1 ,le
déterm

inantde
la

m
atrice

de
covariance

desestim
ateurs.Touscesin-

dicateursproposentde
com

parerun
param

ètre
estim

é
sansla

ièm
e

observation
etce

m
êm

e
param

ètre
estim

é
avec

toutes
les

observations.
Le

plus
couram

m
entutilisé

estla
distance

de
C

ook
:

D
i

=

P
nj=

1
(dy(

i)
j �

by
j

)

2

2
s
2

=

h
i
i

2
(
1
�
h
i
i

)

r
2i

pour
i
=

1,...,n

5



R
é

g
r
e

s
s
i
o

n
l
i
n

é
a

i
r
e

s
i
m

p
l
e

quim
esure

donc
l’influence

d’une
observation

sur
l’ensem

ble
des

prévisions
en

prenanten
com

pte
effetlevieretim

portance
des

résidus.
La

stratégie
de

détection
consiste

le
plus

souventà
repérer

les
points

aty-
piques

en
com

parantles
distances

de
C

ook
avec

la
valeur

1
puis

à
expliquer

cette
influence

en
considérant,pourcesobservations,leurrésidu

ainsique
leur

effetlevier.

7
G

r
a
p

h
e

d
e
s

r
é
s
i
d

u
s

Le
nuage

despoints
(x

i ,y
i

)assortid’un
lissage

perm
etde

détecterune
éven-

tuelle
relation

non-linéaire
entre

lesvariables.D
’autreshypothèsesdoiventêtre

validées
:

–
l’hom

oscédasticité
par

un
graphique

des
résidus

studentisés
ou

non
:

(x
i ,t

i

)
afin

de
repérer

des
form

es
suspectes

de
ce

nuage
quidevraitse

répartiruniform
ém

entde
partetd’autre

de
l’axe

des
abscisses,

–
éventuellem

entla
norm

alité
des

résidus
en

étudiantleurdistribution,
–

l’autocorrélation
des

résidus
dans

le
cas,parexem

ple,où
la

variable
ex-

plicative
estle

tem
ps.

U
ne

transform
ation

des
variables

ou
une

m
odélisation

spécifique
à

une
série

chronologique
(SA

R
IM

A
)perm

et,dans
les

situations
favorables,de

résoudre
les

difficultés
évoquées.

8
E

x
e
m

p
l
e

Pour47
im

m
eubles

d’appartem
ents

locatifs
d’une

grande
ville

am
éricaine,

lesdonnées(Jobson,1991)fournissentle
“revenu

net”
en

fonction
du

“nom
bre

d’appartem
ents”.Lestableaux

ci-dessoussontdesextraitsdesrésultatsfournis
parla

procédure
r
e
g

du
m

odule
SA

S/STAT.C
ette

procédure
génère

beaucoup
d’autres

résultats
com

m
e

les
m

atrices
X

0X
(crossproducts),

X
0D

X
(m

odel
crossproducts)

etson
inverse,m

atrices
des

variances
etcorrélations

des
esti-

m
ateurs.

p
r
o
c

r
e
g

d
a
t
a
=
s
a
s
u
s
e
r
.
s
u
i
t
i
n
c
o

a
l
l
;

m
o
d
e
l

r
e
v
e
n
u
=
n
b
a
p
p
a
r
t

/
d
w

I
n
f
l
u
e
n
c
e

c
l
i

c
l
m
;

o
u
t
p
u
t

o
u
t
=
h
u
b
o
u
t

h
=
l
e
v

p
=
p
r
e
d

r
=
r
e
s

s
t
u
d
e
n
t
=
r
e
s
s
t
u

;
r
u
n
;

D
e
s
c
r
i
p
t
i
v
e

S
t
a
t
i
s
t
i
c
s

V
a
r
i
a
b
l
e
s

S
u
m

M
e
a
n

U
n
c
o
r
r
e
c
t
e
d

S
S

V
a
r
i
a
n
c
e

S
t
d

D
e
v
i
a
t
i
o
n

I
N
T
E
R
C
E
P

4
7

1
4
7

0
0

N
B
A
P
P
A
R
T

1
9
4
2

4
1
.
3
1
9
1
4
8
9
3
6

1
5
7
9
7
0

1
6
8
9
.
7
4
3
7
5
5
8

4
1
.
1
0
6
4
9
2
8
6
6

R
E
V
E
N
U

4
3
3
6
0
8
6

9
2
2
5
7
.
1
4
8
9
3
6

9
4
7
6
9
9
6
3
7
6
1
6

1
1
9
0
5
7
5
4
4
7
2

1
0
9
1
1
3
.
4
9
3
5
4

C
o
r
r
e
l
a
t
i
o
n

:
0
.
8
8
5
6

A
n
a
l
y
s
i
s

o
f

V
a
r
i
a
n
c
e

S
u
m

o
f

M
e
a
n

S
o
u
r
c
e

D
F

S
q
u
a
r
e
s

S
q
u
a
r
e

F
V
a
l
u
e

P
r
o
b
>
F

(
1
)

M
o
d
e
l

1
4
2
9
5
1
1
9
4
8
7
2
4

(
2
)

4
2
9
5
1
1
9
4
8
7
2
4

(
5
)

1
6
3
.
5
8
5

(
7
)

0
.
0
0
0
1

(
8
)

E
r
r
o
r

4
5

1
1
8
1
5
2
7
5
6
9
9
0

(
3
)

2
6
2
5
6
1
6
8
2
2

(
6
)

C
T
o
t
a
l

4
6

5
4
7
6
6
4
7
0
5
7
1
4

(
4
)

R
o
o
t

M
S
E

5
1
2
4
0
.
7
7
3
0
4

(
9
)

R
-
s
q
u
a
r
e

0
.
7
8
4
3

(
1
2
)

D
e
p

M
e
a
n

9
2
2
5
7
.
1
4
8
9
4

(
1
0
)

A
d
j

R
-
s
q

0
.
7
7
9
5

C
.
V
.

5
5
.
5
4
1
2
5

(
1
1
)

(1)
degrés

de
liberté

de
la

loide
Fisherdu

testglobal(H
0
:
�
1
=

0)
(2)

SSR
(3)

SSE
ou

déviance
(4)

SST=SSE+SSR
(5)

SSR
/D

F
(6)

s
2
=

M
SE

=
SSE/D

F
estl’estim

ation
de

�
2u

(7)
Statistique

F
du

testde
Fisherdu

m
odèle

global
(8)

P
(f

p
;
n
�
p�

1
>

F
);

H
0

estrejetée
au

niveau
↵

si
P

<
↵

(9)
s
=

racine
de

M
SE

(10)
m

oyenne
em

pirique
de

la
variable

à
expliquée

(11)
C

oefficientde
variation

1
0
0⇥

(9)/(10)sans
échelle

nidim
ension

(12)
C

oefficientde
déterm

ination
R

2
ou

carré
du

coefficientde
corrélation.

P
a
r
a
m
e
t
e
r
E
s
t
i
m
a
t
e
s

P
a
r
a
m
e
t
e
r

S
t
a
n
d
a
r
d

T
f
o
r
H
0
:

V
a
r
i
a
b
l
e

D
F

E
s
t
i
m
a
t
e

E
r
r
o
r

P
a
r
a
m
e
t
e
r
=
0

P
r
o
b
>
|
T
|

(
1
)

(
2
)

(
3
)

(
4
)

I
N
T
E
R
C
E
P

1
-
4
8
7
2
.
0
1
5
2
8
5

1
0
6
5
5
.
2
7
6
2
1
2

-
0
.
4
5
7

0
.
6
4
9
7

N
B
A
P
P
A
R
T

1
2
3
5
0
.
7
0
5
8
2
8

1
8
3
.
7
9
1
8
8
5
0
6

1
2
.
7
9
0

0
.
0
0
0
1

(1)
estim

ations
des

param
ètres

(b
j

)

(2)
écarts-types

de
ces

estim
ations

(s
b

j

)

(3)
statistique

T
du

testde
Studentde

H
0
:
b
j

=
0

(
(b

j �
0
)/
s
b

j )
(4)

P
(t

n
�
p�

1
>

T
);

H
0

estrejetée
au

niveau
↵

si
P

<
↵

C
onnaissantlesfractilesde

la
loide

Student:t0
,9
7
5
;4
5
=

2,
0
1
5,on

construit
facilem

entdesintervallesde
confiance

desestim
ateurs,iciau

niveau
5%

:
[b

j �
t0

,9
7
5
;
n
�
2 s

b

j

;b
j

+
t0

,9
7
5
;
n
�
2 s

b

j

].

D
e
p

V
a
r

P
r
e
d
i
c
t

S
t
d

E
r
r

L
o
w
e
r
9
5

U
p
p
e
r
9
5

L
o
w
e
r
9
5

U
p
p
e
r
9
5

S
t
d

E
r
r

S
t
u
d
e
n
t

O
b
s

R
E
V
E
N
U

V
a
l
u
e

P
r
e
d
i
c
t

M
e
a
n

M
e
a
n

P
r
e
d
i
c
t

P
r
e
d
i
c
t

R
e
s
i
d
.

R
e
s
i
d
.

R
e
s
i
d
.

(
1
)

(
2
)

(
3
)

(
4
)

(
5
)

(
6
)

(
7
)

(
8
)

(
9
)

(
1
0
)
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R
é

g
r
e

s
s
i
o

n
l
i
n

é
a

i
r
e

s
i
m

p
l
e

1
1
1
9
2
0
2

1
3
1
4
6
9

8
0
7
8
.
5

1
1
5
1
9
8

1
4
7
7
4
0

2
6
9
8
9
.
9

2
3
5
9
4
8

-
1
2
2
6
6
.
9

5
0
5
9
9
.
9

-
0
.
2
4
2

.
.
.

2
3

3
4
5
6
0
8

2
3
9
6
0
1

1
3
7
3
2
.

2
1
1
9
4
3

2
6
7
2
6
0

1
3
2
7
5
5

3
4
6
4
4
8

1
0
6
0
0
7

4
9
3
6
6
.
3

2
.
1
4
7

2
4

3
5
0
6
3
3

3
2
4
2
2
7

1
9
6
1
6
.

2
8
4
7
1
7

3
6
3
7
3
6

2
1
3
7
1
8

4
3
4
7
3
5

2
6
4
0
6
.
2

4
7
3
3
7
.
2

0
.
5
5
8

2
5

2
2
6
3
7
5

9
8
5
5
9
.

7
4
9
0
.
4

8
3
4
7
2
.

1
1
3
6
4
6

-
5
7
4
2
.
0

2
0
2
8
6
0

1
2
7
8
1
6

5
0
6
9
0
.
3

2
.
5
2
2

2
6

2
4
7
2
0
3

1
7
8
4
8
3

1
0
0
6
5
.

1
5
8
2
1
0

1
9
8
7
5
6

7
3
3
0
6
.
5

2
8
3
6
6
0

6
8
7
2
0
.
0

5
0
2
4
2
.
4

1
.
3
6
8

2
7

2
8
5
1
9
.

1
5
7
3
2
7

9
0
4
1
.
4

1
3
9
1
1
6

1
7
5
5
3
7

5
2
5
2
8
.
2

2
6
2
1
2
5

-
1
2
8
8
0
8

5
0
4
3
6
.
7

-
2
.
5
5

2
8

1
5
4
2
7
8

3
4
7
7
3
4

2
1
3
2
7
.

3
0
4
7
7
9

3
9
0
6
8
9

2
3
5
9
4
7

4
5
9
5
2
1

-
1
9
3
4
5
6

4
6
5
9
1
.
4

-
4
.
1
5

2
9

1
5
7
3
3
2

1
4
0
8
7
2

8
3
8
5
.
2

1
2
3
9
8
3

1
5
7
7
6
0

3
6
2
9
4
.
8

2
4
5
4
4
9

1
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