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1. PREMIER EXERCICE

a) Q étant infini, il contient un ensemble dénombrable A = {w;,...,w,,...}. Posons A, = {w,}, alors A est
I'union disjointe des A,, et donc si p était une mesure positive, il faudrait que

plA) = 37 (A,

n>1
Or p(A) = +oo et la somme de la série est nulle. Donc p n’est pas une mesure positive.

b) En posant p(A) = Card(A) si A est fini et u(A) = +oo sinon, p devient une mesure positive. En effet, on
a toujours u(f) = 0 et si les A, sont deux a deux disjoints, deux cas de figure peuvent survenir :

- soit 'un d’eux est infini auquel cas leur réunion aussi et p(U,A,) = +o00 =) 1u(A,);

- soit tous sont finis et alors on exploite le fait que la mesure de comptage est une mesure positive pour
conclure que le second axiome de mesure est bien satisfait.
2. SECOND EXERCICE

On utilise le fait que 1415 = 14np et que E(14) = P(A) pour conduire les calculs de fagon élémentaire :

E(X) =P(A)+P(B) +P(C).

E(X?) = E(a+1p+1lc+2(1ans + lanc + Leng)
P(A) + P(B) + P(C) + 2(P(AN B) + P("CA) + P(BN C)).
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La variable X prend les valeurs entieres 0,1,2,3 et comme A, B,C ainsi que leurs complémentaires sont
indépendants, il vient

PX =0) = (1-P(A)(1-P(B))(1-P(C))

P(X =1) = P(A)(1-P(B))(1-P(C _)) + (1 =P(A))P(B)(1 - P(C)) + (1 — P(A))(1 - P(B))P(C)
P(X =2) = P(A)P(B)(1—-P(C)) +P(A)(1 - P(B))P(C) + (1 - P(A))P(B)P(C)
P(X =3) = P(A)P(B)P(C)

3. TROISIEME EXERCICE

On sait que P(0 < U < 1) =1 et donc P(5 < X < 1) = 1. Tl sensuit que Fx(t) =0sit < 3 et Fx(t) =1si
t > 1. Supposons que % <t <1: alors puisque Fy(t) =tsi 0 <t <1,

1 1 1
On en dénduit, puisque Fx est continue et dérivable a droite, que Px admet une densité égale a

dPx 1
d—)\l(fﬂ) = t—Ql[%,u(t)-

4. QUATRIEME EXERCICE

a) Puisque la probabilité d’erreur de transmission sur un canal ne dépend pas de la donnée d’entrée,
P(Xk - 0 et Xk—l = 0) = P(Xk = ]_ et Xk—l — ]_)
et aussi P(Xy =0et X1 =1)=P(Xz=1et X1 =0).
Par ailleurs, ]P)(Xk = Xk—l) =p = P(Xk =0et Xk—l = 0) + P(Xk = 1et Xk—l = 1) et P(Xk 7& Xk_1> =
1—p=PXx=0et X3y =1)+P(Xx =1et X5 =0). Il Sensuit que
]P)(Xk =0et X1 = 0) :P(Xk =let X;_1 = 1) = g

et aussi P(Xy =0et Xp1=1)=P(Xpy=1et X4_1 =0) = (1;}7)‘

Enfin, puisque les bits d’entrée sont émis de fagon équiprobable, il vient P(Xy = i) = %, 1=0,1.
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Donc P(Xy = 1|Xp1 = 1) = P(Xy = let Xpoy = 1)/P(Xy_1 = 1) = p et un calcul similaire donne
P(Xk = 1|Xk_1 = 0) = P(Xk =1et Xk—l = O)/P(Xk_l = 0) =1 —P.

b) Les transmissions sur un canal sont indépendantes des autres. On va considérer que la transmission sur n
canaux consécutifs résulte de la transmission sur les n — 1 derniers canaux précédée de la transmission sur le
premier canal. On a alors une bonne transmission sur n canaux si on a une bonne transmission a la fois sur le
premier canal et sur les n — 1 derniers, ou bien une erreur sur le premier canal et une erreur de la transmission
résultant des n — 1 derniers canaux. Un raisonnement analogue vaut pour les mauvaises transmissions sur n
canaux consécutifs. Par indépendance on déduit

by, = by—1b1 +mp_1my = pby_1 + (1 —p)my_q B p 1—p
{mn = bp1my + My 1y = (1= p)bp1 + pmn = (b ) = (b, 1) l—=p p '

c) m = (p,1 —p) et bien entendu m, = m A" 1.
d) On calcule le polyndme caractéristique de A : det(Ao — A) = (A—p)2 —(1—=p)*=A—-1)(A— (2p—1)),

et comme 0 < p < 1, A admet deux valeurs propres distinctes. Elle est donc diagonalisable.

AN 1
Un vecteur propre associé a la valeur propre 1 est u; = (1)

Pour en trouver un associé a la valeur propre 2p — 1, on résoud

A(ﬂy&):(2p_1)(§)j{px+(l—p)y = =D

(I-pz+py = (2p—1)y
.. 1
On peut donc choisir comme second vecteur propre de la base de vecteurs propres uy = 1)
Si B, désigne la base canonique de R? et si C' = {uy,us}, alors

A=PDP'ouP= (} 1_1) et D = Diag(1,(2p —1)).



Avec la comatrice, on calcule P! = %G 1_1) = %P. Il s’ensuit, puisque A9 = PDIP~! et DI =
Diag(1, (2p — 1)7), que

1 ~ LM+ @2p—-1"1t 1—(2p—1)"t
n—1 __ - n—1 ——
AT =P P =3 (1 —@2p-1"t 1+ (2p-1)t )0
On en déduit

— 1 n n
(bnymn) = (p, 1 =p) A" = S(1 4+ (2p = )", 1= (20— 1)").
OSip:%,bn:mn:%pourtoutn;

1.

1
b Sip% %7 (2}9— 1>n n—oo 07 et donc b, — 5 et my, — 2

e on remarque que (p > 3) < (b, > m,, n > 1).



