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CHAPITRE 1 1

UNICITE ET EXISTENCE DES PROBABILITES

En intégration de Licence, le lecteur aura traité 1’étude des espaces mesurables (€2, B),
et des mesures positives p sur ces espaces. Il aura ensuite construit sur ces triplets
(Q, B, 1) la théorie de 'intégration, en partant des indicatrices, puis passant aux fonctions
simples, puis aux mesurables positives, et enfin il aura définit ’espace £! (1) des fonctions
f : 2 — R mesurables intégrables, donc celles pour lesquelles la quantité

Afwmmmz/}w

est bien définie. Tous les théoremes du cours d’intégration de Licence seront valables
dans le cours qui va suivre, pour la raison simple qui suit :
les espaces de probabilités sont les espaces mesurés équipés d’une mesure
positive P telle que
P(Q2)=1 (Poids total égal a 1)

La mesure finie garantit 'intégrabilité des constantes.
Nous parlerons d’espérance plutot que d’intégrale, et nous noterons

B() = B, () = [

Avant d’aller vers les spécifités du calcul des probabilités, nous développons dans ce
premier chapitre quelques résultats fondamentaux au sujet de I’existence et 'unicité des
probabilités.

Pour ce qui est de I’existence nous avons opté pour des criteres pratiques. Nous aurions
pu développer la théorie de la régularité et le théoreme de représentation de Riesz.

Nous noterons 14 la fonction indicatrice d’un ensemble A.

1.1. Tribu, mesure, algebre, T-systeme, générateur.
Dans tout ce qui suit {2 désigne un ensemble (I’espace des événements élémen-
taires), et B une tribu ou o-algébre de parties de €, a savoir

Qe B;
AeB=Q\ A= A° e B;
A,eB, n>0=U,A, € B.

On appelle B I'ensemble des événements observables, ou mesurables. Il est naturel
de le munir a priori d’une structure de tribu, dans la mesure ou :

— le tout sans restriction (£2) est observable;

— si on sait observer A, on sait observer non A, i.e. A¢;
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— si pour chaque n on sait observer A,,, on sait observer I’événement “I’'un des A,, s’est
produit”, i.e. U, A,.
Observons que si A,, € B, n > 0, alors

liminf A, := {w € Q: Ing(w), W € Np>ng(w)An} = Un NMp>n Ap et
limsup A4, :={w e Q:Card{n:w e A,} =00} =Ny, Up>pn 4,

sont dans B. On a (exercice)

NpA,, Climinf A, C limsup A4, C U, A,;
liminf 4,, = limsup 4,, & VYw € Q, (14, (w)), converge.

Le couple (2, B) est appelé un espace mesurable. Une mesure positive p sur ce
dernier est une fonction d’ensembles p : B — R* U {+o00} telle que

{u(@) = 0;

p(UnAy) =5, 1(Ay) siles A, sont deux a deux disjoints et dans B (o-additivité).

Un sous-ensemble £ C P(2) est dit générateur si l'intersection de toutes les tribus
contenant £ - qui en est une, coincide avec B. On note alors

B=o(E).

Une algebre est un sous ensemble A C P(Q2) stable par complémentation et union
finie, et contenant (.
Un m-systéme est un sous-ensemble de P(€2) stable par intersections finies.

1.2. Théoréme 7w — \ et unicité. Théoreme des classes monotones.

Un A-systeme est une classe de parties de €2 contenant €2, stable par complémentation,
et stable par unions dénombrables disjointes. Vous avez déja vu en Licence les deux
résultats suivants :

THEOREME 7 — A (Dynkin). Si le w-systéme 11 est contenu dans un \-systéme A,
alors o(II) C A.

Celui-ci permet de démontrer le suivant :

THEOREME D’UNICITE. Soit II un w-systéme tel que o(I1) = B. Soient Py et Py deuz
mesures de probabilité sur B, et qui coincident sur I1. Alors elles sont identiques.

PREUVE. La classe des éléments de B sur lesquels P; et Py coincident, est un A-
systeme, contenant II. Elle contient donc o(II) = B, et donc P; = Py sur B. |

Nous aurons besoin, au Chapitre 11, d’un théoreme des classes monotones : une
classe monotone est une classe de parties d’un ensemble stable par unions dénombrables
croissantes, et intersections dénombrables décroissantes.
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THEOREME DES CLASSES MONOTONES (HALMOS). Si A est une algébre de parties
d’un ensemble €2, et si M est une classe monotone sur €2, contenant A, alors

o(A) C M.

PREUVE. Notons M(A) la classe monotone engendrée par 4 : une intersection de
classes monotones en est une, il y en a qui contiennent A, et l'intersection de toutes
celles qui contiennent A vaut M(.A), par définition.

On a donc M(A) C M, et il nous suffit, pour montrer que o(A) C M, de montrer
que M(A) est une o-algebre.

Notons G = {A : A° € M(A)}. Puisque M(A) est une classe monotone, G en est une
aussi. Puisque A est une algebre, A C G. Et donc M(A) C G, i.e. M(A) est stable par
complémentation.

Notons G = {A: Be€ A= AUB € M(A)}. Alors G; est une classe monotone
contenant A, et donc M(A) C G;.

Notons Go = {A: Be M(A) = AU B € M(A)}. Cest une classe monotone, et qui
contient A, puisque M(A) C G;. Donc M(A) C Gy, i.e. M(A) est stable par unions
finies.

Et donc M(A) est une algebre, et une classe monotone. C’est donc une o-algebre. W

1.3. Existence.

Le théoreme d’existence nous permettra de construire effectivement des lois de prob-
abilités. Une probabilité sur une algebre A se définit a l'instar de ce qu’il en est
d’une tribu, & ceci prés qu’on va rajouter, pour la o-additivité, que U, A, € A (ce qui
n’est pas automatique).

THEOREME D’EXISTENCE. Soit P une probabilité sur une algébre A. Alors il existe
une unique probabilité P sur o(A), qui coincide avec P sur A.

PREUVE. La preuve repose sur 'utilisation de la mesure extérieure P*, et est pour
I’essentiel die a Carathéodory. On pose

An €A,
ECUpAnp

P*(E)= inf Y P(A,), ECQ.
Considérons
M={ACQ:VECQ, P*(ANE)+P"(A°NE)=P"(E)}.
Nous allons montrer que sur M, P* est une probabilité, que M est une tribu, et que A C

M, et enfin que P* et P coincident sur A. L’unicité de I'extension résultera simplement
du théoreme d’unicité pré-cité.
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Les propriétés suivantes de P* sont élémentaires & démontrer (propriétés de l'inf) :

(&) = P*(0)=0;

i) : PP* >0 (positivité);

(1i1) : A C B=P*(A) <P*(B) (monotonie);

(iv) : P*(Up4,) <>, P*(A,) (sous-o-additivité).

Remarquons que A € M < P*(ANE)+P*(A°NE) < P*(E) pour tout E C Q, puisque
I'inégalité contraire résulte de la sous-additivité (iv).

LEMME 1. M est une algebre.

PREUVE DU LEMME 1. Par (i), et par définition de M, M contient () et est stable
par complémentation. Soient A, B € M et soit E C {2 : alors

P*(E) = P*(BNE)+P(B°NE)(BeM)
= P(ANBNE)+P*(A°NBNE)+P"(ANB°NE)
+P*(A°NB°NE) (A e M, deux fois)
> P(ANBNE)+P*((ANB)*NE) ((iv)).

Donc AN B e M. [ |

LEMME 2. Si les A, constituent une suite finie ou infinie d’éléments deuxr o deux
disjoints de M, alors quel que soit E C €,

P*(EN (UpAy)) =Y P(ENA,).

PREUVE DU LEMME 2. Supposons que la suite soit finie, et & deux termes A1, A5, pour
commencer. Alors P*(EN(A1UAs)) =P*(EN(A1UA3)NA)+P*(EN(A1UA2)NAS) =
P*(ENA;)+P*(ENAy) car A3 N Ay =0 (on a simplement écrit la condition A; € M
pour 'ensemble E = E N (A1 U Ay)).

Si la suite est finie, raisonner par récurrence, en écrivant la condition A, € M, pour
'ensemble E = E N (UkenAg).

Dans le cas infini, utiliser la monotonie (iii) : P*(E N (UpAg)) > P*(EN (Ug<nAg) =
Y wen P*(E N Ag), pour conclure que ) P*(ENA;) < P*(EN (U,Ay)). L'inégalité
contraire résulte de la sous-o-additivité (iv). |

LEMME 3. M est une tribu, et P* restreinte a M est o-additive.

PREUVE DU LEMME 3. Puisque M est une algebre, il suffit, pour montrer qu’elle est
une tribu, de montrer qu’elle est stable par unions dénombrables disjointes.
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Soit (A,) une suite disjointe dans M et posons U,, = Up<, Ak, n > 1. Posons aussi
U=U,A,. OnaP*(ENU,)+P(ENUS) =P*(F), pour tout n et E C (.

Par monotonie, P*(E N US) > P*(E N U®°), et par le Lemme 2, P*(ENU,) =
Y wen P*(E N Ag). Donc pour chaque n, P*(E) > >, P*(E N A) + P*(ENU°,
et par passage a la limite, P*(E) > 3" P*(E N A,) +P*(ENU®), ce qui par le Lemme
2, encore, s’écrit P*(E) > P*(ENU)+P*(ENU®). Donc U € M. |

LEMME 4. A C M.

PREUVE DU LEMME 4. Soient A € A, ¢ > 0, et E C Q. Soit (4,,) dans A telle
que ) P(A,) < P*(E)+¢, et E C U,A,. Soient B, = ANA, et C, = A°N A,
B,,C, € A.

Ona FNACU,B,, et ENA°¢ C U,C,. Par définition de P* et additivité finie de P,
on a

P*(ENA)+P*(ENA%) <> P(By)+ Y P(Cy) ZIP ) <P*(E) +e¢,

ce qui démontre le lemme si ’on fait tendre & vers 0. [

Fin de la preuve du théoréme : il ne reste qu’a vérifier que P* = IP sur A. Par définition
de P*, P*(A) <P(A) si A € A.

Si (A,) recouvre A dans A, par sous-o-additivité de P sur A, il vient P(A) <
>, P(Ay), et en passant a l'inf sur ces recouvrements, on obtient P(A4) < P*(A). |

Remarque. La classe M a laquelle s’étend [P est souvent bien plus large que o(A). Elle
contient notamment les ensembles P-négligeables, i.e. les sous-ensembles des ensembles
de o(A) qui sont de mesure nulle.

Exemple. Construction de la mesure de Lebesgue m sur [0,1]. On considere 1'algebre
A des unions finies disjointes de sous-intervalles de [0, 1] (vérifier que c’est une algebre).
Pour U;I; € A, on pose m(U;I;) = ) longueur(l;). Il faut vérifier que c’est une
bonne définition, puis que si une telle union s’écrit comme union dénombrable disjointe
de telles unions, alors la série des sommes de longueur redonne bien la somme de longueurs
initiales. On peut faire cela autrement, ainsi que nous l'indique le Lemme qui suit, en
vérifiant que si (A,) € A est telle que 4,11 C A, et que N, A, =0, alors m(A,) — 0.

LEMME (CONTINUITE EN )). Soit P: A — [0,1] telle que A soit une algébre, P(Q2) =
1, et si ANB = 0 avec A,B € A, alors P(AU B) = P(A) + P(B). Alors P est une
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probabilité sur A si et seulement si P est continue en 0, a savoir si (A,) dans A et
Ani1 C A, et NRA, =10, alors P(A,) — 0.

PREUVE. Supposons que P soit une probabilité. Alors si la suite (A4,,) décroit dans
A vers (), posons B,, = A, \ A,y1. On a B, € A et les B,, sont deux & deux disjoints,
d'union Ag. Donc ) P(B,) =P(Ap). Et P(An) = >,y P(Bn) — 0.

Réciproquement, soit (B,) une suite dans A, de termes deux & deux disjoints, et
telle que U, B,, = Ag € A. Alors si nous posons A, = Ug>, By, la suite (A4,) est dans
A, et décroit, et NA4,, = 0. Donc P(A,) — 0. Mais P(4g) = P((Ur<nBr) U A,) =
Y hen P(Bi) +P(Ay), et donc P(U,B,) = >, P(B,). |

Continuation de ’exemple. Donnons nous donc (A,,) une suite décroissante d’unions
finies d’intervalles de [0, 1] telle que N, A,, = 0. Nous voulons vérifier que m(A,) — 0.
Soit € > 0. Pour chaque n, nous pouvons trouver une union finie disjointe d’intervalles
fermés K2 C A, telle que

m(A, \ Ky)) <e /2"

Posons K, = KYN...N KY. Alors la suite (K,,) est une suite décroissante de compacts
de R, et d’intersection vide. Il s’ensuit qu’il existe ng tel que n > ng = K, = 0. Alors
pour n > ng,

m(A,) =m(An \ Kn) = m(Ap, N (Ne<nKO)°) <> m(A, N (KD)° <Z€/25+1—5

s<n

et donc on a montré que m(4,,) — 0.

Par application du Lemme de continuité en (), il s’ensuit que m est une probabilité
sur A. Le théoreme d’existence nous donne alors 'existence d’une unique mesure de
probabilité sur ([0, 1],0(A)) telle que m(I) = longueur(I) si I C [0,1] est un intervalle.
C’est la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Remarquons que 0(A) = {AN[0,1] : A € B(R)}, ou B(R) désigne la tribu borélienne
de R.

1.4. Loi image, et conditions de compatibilité de Kolmogorov.

D’abord, supposons donnés deux espaces probabilisables (2, B) et (£,B’), et une
application f : Q — Q' qui soit (B, B’)-mesurable. Si P est une probabilité sur (€, B),
alors posons, pour B’ € B/,

Py(B') =P(f~'B").

On vérifie sans peine que Py est une probabilité sur (', B’), dite loi image de P
par f.

Quelques notations préliminaires s’imposent : notons 7, := B(R") la tribu boré-
lienne de R", & savoir celle engendrée par les ouverts. Notons ¢, : R*T! — R” la
projection canonique définie par ¢,,(zo, ..., ) = (zo,...,Zn_1). Notons 7, : RN — R"
la projection définie par m,((xx)) = (zo, ... , Tn—1)-

Notons 7 = o(U,m,1(7,,)). C’est une tribu sur RY.
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THEOREME D’EXTENSION DE KOLMOGOROV. Supposons donnée (P,,) une suite telle
que
(i) : P, est une probabilité sur (R™,7,), pour chaque n > 0;
(#5) :  Uimage de Ppy1 par ¢, est Py, (Pryi1)p, =Pn), n>0.

Alors il existe une unique probabilité P sur (RN, T), telle que pour chaque n,

P, =P,.

n

PREUVE. Montrer que A := U, 7, (A,) est une algebre, ou A, est I'algebre sur R"
des unions finies disjointes de pavés de R™, un pavé étant le produit cartésien de n
intervalles réels.

Poser, pour A € A, P(A) = P,(m,(A)), si A € 7, (A,), et vérifier que c’est une
bonne définition, en utilisant (ii), et le fait que ¢, © Ppy1 ... 0 Pptm © Tntmt1 = Tn, S
n,m > 1.

En utilisant (7) et (i7), il est facile de vérifier que P : A — [0, 1] est additive, et que
P(RY) = 1.

Mais il faut aussi montrer la continuité de PP en ) : supposons donc que (Ay) soit
décroissante dans A, et que Ny A = (). Par définition de A, pour chaque entier k, il en
existe un autre, ny, tel que Ay = 7, 1(B,, ), oul B, est une union finie disjointe de pavés
de R™*.

k

LEMME DE REGULARITE. Soitﬁ” une mesure de probabilité borélienne sur R™. Alors
quel que soit le pavé P de R™, P(P) est égal au sup de l’ensemble des P(K), ou K
parcours ’ensemble des pavés compacts contenus dans P.

PREUVE DU LEMME DE REGULARITE. Pour I'essentiel il s’agit de vérifier les différents
cas de figures possibles concernant P. D’autre part, le cas de n = 2 révele déja ’ensemble
des circonstances éventuellement rencontrées.

Nous nous limiterons donc & ne démontrer le Lemme que dans le cas tres (mais pas
trop) particulier P = [0, 1[x [5, +oc[, & titre d’exemple. Notons alors K; = [0,1—1[x[5,],
t > 1. Il est clair que K; T P, et donc P étant une mesure de probabilités, P(K,) T P(P).
Enfin I'on remarque que K; est compact. |

Fin de la prewve du théoréeme d’extension de Kolmogorov : soit € > 0 et pour chaque
k> 1 et B,,, choisissons K) C B,, compact et tel que Py, (B, \ K9 ) <e / 2mFL,
Nous pouvons supposer en outre, sans contrainte supplémentaire, que la suite (ng)x est
strictement croissante.

Posons Kj, = Ny<pm, H(KY ), k > 1. Alors la suite (Kj)r>1 est une suite décroissante
dans RY.
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Supposons, contrairement & la conclusion recherchée, que infy>; P(Ay) > €. Alors

P(AR\ Ki) = P(Ae 0 (Nszrmy (K5))°)
< 2 ng(Akﬁ( na (B5.)9))
< e P(As ﬁ?f;j( Kp.)9)

> o<k P(m (B, N (K3 )°))
ngkPnS(anﬂ(K )°)
< Z<k€/2"5+1<5/2

et donc P(Ky) > /2. Ainsi (Kj)g>1 est une suite décroissante non-vide.
Pour chaque k > 1, choisissons z*) € K. Alors m,, (%)) € KQ ,sis > k. Par
compacité de K

nw et par extraction diagonale, il existe une suite (k;);>1 croissante telle

que pour chaque n, il existe x,, = lim; xn x ) e R.

Mais alors, pour chaque k, (zg,... ,Zn,—1) = limj(xékj), . gi)l) € K . Et donc
si © = (xn)n>0, il s’ensuit que pour chaque k, z € Kj, C Ay, et donc que x € N Ag, ce

qui contredit Ny A = (. Conclure en utilisant le théoréeme d’extension. [ |

Exemple : notons P la probabilité sur (R, B(R)) définie par
P(A) = (1 =p)14(0) +p1a(1),

ou p €]0, 1] est un parametre fixé. Vérifier que c’est une probabilité.
Poser sur (R",7,,), P, = P®...QP (n-fois), la mesure produit, qui est une probabilité.
Vérifier que les hypotheses du théoreme sont satisfaites, et en déduire ’existence d’une
unique probabilité Py, sur (RN, 7). Elle est parfois notée P®N.
Remarquer que

Poo({(zn) € RN :3n > 0,2, ¢ {0,1}}) =0,

et donc on peut s’astreindre a ne considérer P,, que comme une probabilité sur

({0, 13N, 7 n {0, 1}Y), ou 7 N {0, 1} est un raccourci pour {AN{0,1}N: A€ T}
L’espace ainsi défini ({0, 1}, 7 N {0, 1}, P.) sert de modele & I'expérience aléatoire

qui consiste en une suite de jets indépendants d’'une piece d’équilibrage p : si z € N{0, 1}

est le résultat de cette expérience, nous dirons que le i®™¢ lancé fut pile si z; = 1, face

sinon.

Un autre exemple. Soit (P,),>o une suite de probabilités boréliennes (i.e. sur
(R, B(R))). Notons P,, = Py @ ... ® P, la probabilité produit associée sur (R™, B(R™)).
Alors la suite (P,) satisfait aux conditions d’application du théoreme d’extension de
Kolmogorov.
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1.5. Autres constructions de probabilités.
1.5.1. Le cas des espaces finis ou dénombrables.

La rubrique ici correspond a la configuration suivante : €2 est fini ou dénombrable,
et B=P(Q).

Si P est une probabilité sur (€2, 8), alors puisque ({w})weq est finie ou dénombrable,
YweaPHw}) =1, etsi ACQ, P(A) =>4 P({w}).

Réciproquement, si (p,,)weq est une suite indexée par 2 telle que p,, > 0et > po, =1,

alors il est aisé de vérifier que P(A) := ) 4 p, définit bien une probabilité sur (€2, B).
Exemple : la loi de Poisson de parameétre A > 0, P()), est la probabilité P définie
sur N telle que
A"
Pn=€  —F.
n!

1.5.2. Les absolument continues sur R™.
Supposons (2, B) = (R", B(R")). Soit f : R® — R (B(R"), B(R))-mesurable, posi-

tive, et telle que
/ fdm, =1,

ou m,, désigne la mesure de Lebesgue sur R™. Posons
P(A) = /flAdmn, A € B(R").

Alors P est bien définie puisque 0 < f14 < fet f € £'(m,,). De plus P(R") = [ fdm,, =
1. Enfin ANB =0 = 14+15 = 1ayp, et donc P(AUB) = P(A)+P(B). La o-additivité
de P se vérifie grace au théoréme de Beppo-Lévi (convergence monotone), en observant
que si les A,, sont deux a deux disjoints,

z :1An = 1UnAn'
n

Les probabilités boréliennes ainsi définies sur R™ sont dites absolument continues.
On appelle la fonction f, unique modulo les ensembles négligeables, sa densité.

Exemple : la loi Normale centrée réduite N (0,1) est la probabilité absolument
continue sur R de densité
1 2
flz) = ez,

On vérifie que f est mesurable car continue, positive, intégrable par théoreme de com-
paraison en +oo0.

Il reste & s’assurer de ce que [ fdm = 1. L’astuce pour ce faire est la suivante (on
passe en coordonnées polaires dans le plan) :

([ fim? = fo @) fG)rdy
= %Lﬂ fee[o,%[ f0<p<oo pe= 7 dpdf
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CHAPITRE 2
DECOMPOSITION DES MESURES ET DERIVEES DE RADON-NYKODIM

2.1. Mesures complexes et variation totale.

Pour E € B, nous notons Part(E) I'ensemble des partitions finies ou dénombrables
de E en éléments de B deux a deux disjoints. Une mesure complexe sur (€2, B) est une
fonction d’ensembles i : B — C telle que quel que soit E € B, et (F;) € Part(E),

p(E) = Zu(Ez')~

Remarquons que par réindexation, si (E;) € Part(E), la définition impose que
> [n(E;)| < oo, puisque la convergence commutative équivaut a la convergence absolue
dans C. Définissons pour E € B,

ul(E) = supZ |u(Es)),

le sup étant pris sur I’ensemble des éléments (E;) € Part(E). On appelle |u| ainsi définie
la variation totale de pu.

THEOREME 1. Si u est une mesure complexe sur (9, B), alors sa variation totale ||
est une mesure positive sur (§2, B).

PREUVE. Il s’agit de montrer la o-additivité de |u| sur B. Soient E € B, (E;) €
Part(E), et pour chaque i, t; < |u|(E;). Soit (A;;); € Part(E;) telle que >, [u(A;, ;)| >
ti, pour chaque i. Alors (4;;) € Part(E), et donc >, ¢; < >, |u(Aq ;)| < |pl(E), par
propriété du sup. Les t; étaient arbitraires, et donc ), |u|(E;) < |p[(E).

Réciproquement, si (A4;) € Part(E), posons A; ; = E; N A;. Alors

IENESDS

J

DA N E)| < DT [u(A; N Bl < D ul(Ey),

et par passage au sup on en déduit I'inégalité contraire. |

THEOREME 2. |u|(2) < oo si u est une mesure complexe. Donc la variation totale
d’une mesure complexe est une mesure positive finie.

PREUVE. Il s’agit de montrer que |u|(€2) < oo, d’apres le Théoreéme qui précede. Pour
cela utilisons un petit lemme technique :
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LEMME 1. Siz1,...,2, € C, il existe S C {1,...,n} tel que

sz > é2|zz|

JjeSs

PREUVE DU LEMME 1. Notons w = ). |z;|. Découpons le plan complexe C = R?
en quatre quadrans délimités par les deux droites d’équations y = +z. L’un de ces

quadrans, disons @), est tel que
1
g Zi| = —w.
| ]| - 4

Zj €Q

Pour simplifier, supposons que @ = {|y| < z}. Alors si z € @, Re(z) > |7 / V2, et si
S ={j:z €@}, il vient

1 1
Y 251> Re(z) > ﬁ;\zﬂ ok

JES JES

LEMME 2. Si E € B est tel que |u|(E) = oo, alors il existe (A, B) € Part(E) telle
que [n(A)[ > 1 et |p|(B) = oo.

PREUVE DU LEMME 2. Soit € > 0. On sait que pour ¢ < oo, il existe (F;) € Part(E)
telle que t < >, |u(E;)|. Choisissons t = 6(1 + |u(E)| +¢€).

Alors il existe n tel que > . |u(E;)| > t. Appliquons le Lemme 1 & z; = p(E;), i <n
. il vient un S et si A = UjesE;,

[u(A)| >1/6 > 1.
Ensuite posons B=F — A. On a
[w(B)] = [w(E) — pw(A)| = |u(A)] = [w(E)| > /6 — [u(E)] = 1.

Puisque |u|(E) = |p|(A) + |p|(B), 'un des deux est infini. Echanger au besoin les roles
de A et B pour conclure. |

Pour prouver le Théoréme 2, nous allons raisonner par ’absurde et supposer |u|(2) =
0o. On pose By = (). Par le Lemme 2, de facon inductive, on construit deux suites
(An)n>1 et (By)n>1 dans B telles que

— (By) | et pour chaque n, |u|(B,) = oo;
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—les A,, sont deux a deux disjoints, et |p(A4,)] > 1.

Posons alors A = UA,, : on a pu(A) = >, 1(Ay), et donc par convergence de la série, il
faut que p(A,) — 0. Or |u(4,)| > 1. |

Notons M (£2, B) ’ensemble des mesures complexes sur (£2, B). C’est un C-e.v. muni
des lois

(A + Br)(A) = Au(A) + fr(A), A e B.

Il est normé par

|l = 1p1(€2).

Pour information, une mesure signée est une mesure complexe a valeurs réelles. Les
parties positives et négatives d’une mesure signée sont définies par

1 _ 1
wh =5 ul+ ) et pm =S (lul = p).
Ce sont des mesures positives finies, et ’on a la décomposition de Jordan de u :
p=pt—p

Exemple. Soit 1 une mesure positive sur (Q, B), et soit f € L'(u). Alors

M (E) :/Efdu, EeB,

définit une mesure complexe sur (£2, B) (utiliser ici non plus Beppo-Lévi, mais le théoréme
de convergence dominée).

2.2. Absolue continuité et singularité.

Soient \ et p deux mesures complexes sur (§2, ). Nous dirons que A est absolument
continue relativement a u, et nous noterons A<y, si

w(E)=0= \E)=0, E € B.

Nous dirons que p est portée par A€ Bsi E € B= u(E)=u(ENA).

Nous dirons que A\ et u sont singulieres, ou étrangeres, et nous noterons A | p,
si il existe A, B € B, disjoints, tels que A porte \ et B porte pu.

Voici quelques propiétés :
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PROPOSITION. Supposons que pi, A, A1, A2 soient des mesures complexes sur (2, ),
avec | positive. Alors

a) si \ est portée par A, || aussi;

b) st A1 L g, alors |A1| L |Azl;

c) : siAp L Xet A LA alors \y + Ay L A
d) : si A<\ et Ao\, alors A\ + A<
e) : siALu, alors | A< u;

f) st A <A et Ao LA, alors A1 L \g;

g) si A1 LA et M, alors A = 0.

PREUVE. Exercice. [ |

2.3. Décomposition de Lebesgue et dérivée de Radon-Nikodym.

LEMME PRELIMINAIRE 1. Soit (H,| |) un espace de Hilbert sur le corps K réel ou
compleze, avec le produit scalaire noté < h,h' >. Siu € L(H,K), il existe un unique
h € H tel que pour toutt € H,

u(t) =<t,h>.

PREUVE. Si u = 0, prendre h = 0. Sinon H = Ker(u) ® Ker(u)t, une somme
directe orthogonale de sous-espaces fermés. Soit v € Ker(u)® tel que u(v) = 1. Soit
s € Ker(u)* : alors s — u(s)v € Ker(u) N Ker(u)* = {0}, et donc s = u(s)v.

Soit k € H : alors on a la décompostion en somme directe k = y + w, y € Ker(u),
w € Ker(u)*. Donc k =y +u(w)v =y + u(k)v. Et

<kv>=<y,v>tu(k) <v,v>= u(k)v>

Choisir h = v / |v]?, et vérifier I'unicité. |

LEMME PRELIMINAIRE 2. Soit i une mesure positive finie sur (0, B), et A C C un
sous-ensemble fermé. Soit f € L1 (1) et supposons que pour tout E € B, si u(E) > 0,
1
Ap() = s [ Fledne A,
n(E)
Alors p{lw € Q: f ¢ A} =0.

PREUVE. Soit B une boule fermée de centre « et de rayon r > 0 incluse dans A°¢. 11
suffit de montrer que pour une telle boule, si E = f~'B, u(E) = 0. Sinon, nous aurions

Ap(f) —al = ‘ﬁ/lfs(f— a)dﬂ‘ < [ Ir-aldusr

et donc Ag(f) € B C A€, ce qui est absurde. [ |
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THEOREME DE RADON-NIKODYM. Soient A et ju deux mesures complexes sur (2, B),
avec [ positive.

(1) : il existe un unique couple (A, Aq) de mesures complexes sur (2, B) tel que \s L p,
A<ty €EX = Ag 4+ Ag.

(i4) il existe un unique h € L*(p) tel que pour A € B, N\o(A) = [1ahdu. On appelle
h le dérivée de Radon-Nikodym de A\, relativement a p, et on note

dA, = hdp ou encore h = d)\, / du.

PREUVE. Commencons par l'unicité dans (7). Siun autre couple existe, alors \,— AL, =
A, — Xs, qui, d’apres la proposition précédente, est une mesure complexe a la fois abso-
lument continue et étrangere relativement a . Et donc elle est nulle.

Pour I'existence, commencons par remarquer que A = Re(\)T — Re(\)™ +i(Im(\)T —
Im(X\)7), et que donc si nous prouvons l'existence dans le cas de A\ positive, elle en
découlera dans le cas général.

Si A > 0, alors v = X\ + p est une mesure positive finie sur (£2,5). Il en découle
(indicatrices, simples, puis Beppo-Lévi pour limites croissantes de simples positives), que
si f: Q — R est mesurable positive, puis dans £!(v), alors

/fdz/:/fd)\—f—/fdu.

Si f € L?(v), alors par Cauchy-Schwarz,

'/mﬂs/mws/MWS [ 11av/@,

et donc f — [ fd\ est une forme linéaire continue sur L?(v).
Puisque L?(v) est un Hilbert, il s’ensuit qu’il existe un unique g € L?(v) tel que pour

toute f € L?(v),
/fd)\:/fgdu:/fgd)\—i—/fgd,u.

Soit E € B tel que v(E) > 0, faisons f = 1p : alors A(E) = [}, gdv, et puisque
0 < A\(F) <v(F), il s’ensuit que

Ag(g9) = V<1E) /Egdve [0,1].

Donc on peut supposer 0 < g < 1, et alors on a pour f € L?(v),

[ ra=gar= [ sqin. ()
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Posons A = {g < 1} et B = {g = 1}. Puis posons
M(E)=AENA), X\s(E)=XENB).

Alorson a A = A, + Ag, et Ay L Ag.

Si f = 1p, alors dans (x) on obtient u(B) = 0. Donc puisque A4 est portée par B, on
a s L p.

Soit n > 1 et prenons f = (14+g+...+¢")1lg avec E € B, dans (x). Alors

/(l—g”+1)d)\:/g(l-i—...-i—gn)du.
E

E

Le membre de gauche ci-dessus converge vers \,(FE), et celui de droite vers

fE g(z g™ )du. Prendre enfin
n>0

h=g(l4+g+g*+...).

Il nous faut conclure par I'unicité de h. Supposons que k € L'(u) soit tel que pour
tout A€ B, [, hdu= [, kdp. Alors h —k € L'(u), et quel que soit A, avec u(A) > 0,

ol
—— [ (h—k)dp € A ={0},
1(A) Ja
ce qui montre h — k = 0 p-p.s., par le Lemme préliminaire 2. [

Extension des hypothéses du théoréme précédent : (exercice)
il reste vrai pour p une mesure o-finie sur (2, B).
Exemple : nous avons vu que si 0 < f est mesurable et Lebesgue intégrable sur R, et
que [ fdm =1, alors A — P;(A) = [ f1adm définit une probabilité sur (R, B(R)). On
sait (Licence) que m(A) = 0= fly =0 m —p.p. = [ fladm = Ps(A) = 0, et donc
IPf<<m.
Donc f = dPy / dm € L*(m) d’apreés le théoreme précédent.

2.4. Quelques compléments.
Le résultat suivant éclaire la terminologie “absolument continu”:

THEOREME 1. Soient u et A deux mesures complexes sur (2, B), avec u positive.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(@) : A< p;

(b) : ¥Ve>0,30 >0, E€Betu(E)<d=|ANF)| <e.

PREUVE. Supposons (b), et soit E tel que u(E) = 0. Alors quelque soit € > 0,
IA(E)| < e, et donc A(E) = 0.
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Supposons non (b) : alors il existe € > 0 et pour chaque n un ensemble E, € B tel
que p(E,) < 27" et |AN(E,)| > e. Alors |\[(E,) > . Posons A = limsup,, £,. Alors
A=y | (Up>nEk), et comme p(Ug>nEr) <> 0o, 27F = 217" il vient que pu(A) = 0.
D’autre part |A\|(A) = lim, |A\|(Us>nEr) > € > 0, et donc A n’est pas absolument con-
tinue relativement a p. [

THEOREME 2. Soit u une mesure complexe sur (Q,B). Alors p<|u| et

|dp / dlul| =1 |u] = p.s..

PREUVE. L’affirmation pu<<|u| est triviale. Et |u| est une mesure positive finie sur
(Q, B). Soit donc h = dy / d|pu| € L*(|u]). Notons A, = {|h| <}, r > 0. Soit (E;) une
partition de A,.. Alors

Z \n(E;)| = Z

7

[l < 7 3 el E2) = rldca),

et donc, en passant au sup sur les partitions, on a |u|(A4,) < r|u|(A;). Donc sir < 1, on
a |u|(A,) = 0. Et donc |h| > 1.
D’autre part, si |u|(E) > 0, alors

1 / u(E))|
i - 2

‘\M(E) B Ll (E)
et par notre second lemme préliminaire ({|z| = 1} est fermé dans C), cela impose
|h| < 1. [

THEOREME 3. Soit u une mesure positive sur (0, B), et g € L*(u). Alors si la mesure
complexe \ est définie par

A(E) = /Egdu,

on a N(E) = [, lgldp, E € B.

PREUVE. On sait qu'il existe h € L*(|A|) telle que [h| = 1 et h = dX / d|A|. Alors
hd|\| = gdu, et donc d|\| = hgdp. ) ) ) )
Mais |A| et u sont positives donc hg > 0, et donc hg = |hg| = |h||g| = |g]. |
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THEOREME DE DECOMPOSITION DE HAHN. Soit u une mesure signée sur (§2,B).
Alors il existe (A, B) € Part(2) telle que les variations positives et négatives de . satis-
fassent

pt(E)=u(ANE) ety (E)=-u(ENB), E € B.

PREUVE. On a du = hd|u| avec |h| = 1. Comme p est réelle, h 'est aussi. Etant de
module 1, ~ ne peut valoir que £1. Posons A = {h =1} et B ={h = —1}. Alors

1 1

et donc puisque pt = 1(|u|+ ), il s’ensuit que

1

+ I — —
Wt (E) = 5 /E (1+ h)dlul [E ] = (B0 A).

Comme pu(E) = wf(ENA) +u(ENB), et p = put — p~, il s'ensuit que pu~(E) =
—u(E N B). |

COROLLAIRE : MINIMALITE DANS LA DECOMPOSITION DE JORDAN. Soit u signée
sur (2, B), et supposons que A1 et Ao sont deur mesures positives finies sur (§2, B) telles
que [t =X — Xo. Alors \y > pu™ et Ao > .

PREUVE. Puisque g < A, ona pu(E)=pu(ENA) < \(ENA) <A(FE). De méme
p (E)=—u(ENB) < X (ENB) < X(E). |

Exercices.
1) : supposons que A, (3, et u soient trois mesures complexes sur (€2, 3), et que [ et u
soient positives. Montrer que si A< <, alors

dx [ dA dg
dp  \dp) \du)"
2) : supposons que p L v soient deux mesures complexes positives étrangeres sur

(2, B). Supposons que A et 3 soient deux mesures complexes sur (2, B) telles que A<
et f<v. Montrer qu’alors

dA+B)  [dX dg
A+ <+ v, et que m = (5) + (5) I
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3) : notons py(z,y) = x et pa(x,y) = y les deux projections canoniques de R? dans R.
Soit p une mesure complexe positive sur (R?, B(R?)), et soit A<y une mesure complexe.
Montrer que \,, < iy, -

Supposons en plus que u soit une mesure produit, i.e. que p = mum ® fp,. Montrer
qu’alors fi,,-presque stirement en x,

d)\p1 . 1 d\
dfip, () = m / @(x’wd'upz ().

4) : soit p la mesure complexe sur [0, 27] absolument continue relativement a la mesure
de Lebesgue m et dont la dérivée est donnée par

dp [ dm(z) = sinz.

Déterminer la décomposition de Jordan de p.
5) : soit p la mesure sur (R, B(R)) définie par

1
A) = — 2dx, A )
e R R A

reQNAN[o,1],
r>0,r=p/q,pAq=1

Montrer que c’est une mesure complexe portée par [0,1]. Que vaut p(R) 7 Calculer
E,(z) puis E,(z1g(z)).
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PROBABILITES CONDITIONNELLES ET INDEPENDANCE

3.1. Probabilités conditionnelles.

Nous verrons a ’occasion de 1’étude des martingales comment le théoreme de Radon-
Nykodim permettra de donner une version “locale” des probabilités conditionnelles. Ce
bref paragraphe ne fait que rappeler des éléments simples de la théorie classique.

Soit (€2, B,P) un espace probabilisé, A, B € B et P(B) > 0. La probabilité de A
sachant B, notée P(A|B), est définie par

P(A|B) =P(ANB) / P(B).

IDENTITE MULTIPLICATIVE. S7 Aq,...,A, € B, alors

P(AN...NAy) = P(A1)P(As]Ay) .. . P(An]A O ... 0 Aply).

PREUVE. Triviale. [ |

FORMULE DES PROBABILITES TOTALES. Si (H;) est une partition finie ou dénombrable
de Q) par des éléments de B de mesures positives, alors

P(A) = Z P(A[H;)P(H;).

PREUVE. Triviale. [ |

FORMULE DE BAYES. Sous les mémes hypothéses,

_ P(H)P(A|H))
P(H;|A) = >, P(H;)P(A|H;)

PREUVE. Triviale. [ |
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3.2. Indépendance.
Nous dirons que A est indépendant de B, noté Al B, si

P(AN B) = P(A)P(B).

Plus généralement, nous dirons qu’une suite dévenements (A;);c; est indépendante si
quel que soit J C I fini,
Njes4;) = [ (A

JjeJ

Nous dirons que la suite (A;);c; est deux a deux indépendante si quels que soient
1 #jel, AZJJ_AJ

Soit (B;);er une famille finie ou dénombrable de parties de B. Nous dirons que la suite
(B;) est indépendante si quelle que soit la suite (A4;) € [ B;, elle est indépendante.

Nous dirons que la suite (B;) est deux & deux indépendante si quels que soient
27&] e€l, A; € B, et Aj S Bj, AZJLAJ

THEOREME. Soit (A;)icr une famille finie ou dénombrable de 7-systemes, indépendante.
Alors la suite (o(A;)) est indépendante.

PREUVE. Supposons I = N. Montrons que pour chaque n > 1, (0(A;))1<i<n e€st
indépendante. Pour cela soient As, ..., A, des éléments de As, ..., A,, respectivement.

Soit M I’ensemble des éléments de o (A1), qui sont indépendants de AT = AsN...NA,.
C’est une classe de parties de §2 stable par complémentation, union dénombrable disjointe,
et qui contient 2. C’est donc une classe monotone. En outre A; C M, et A; est un
m-systeme. Donc par le théoreme m — A, o(A;) C M.

En procédant ainsi de proche en proche, la conclusion arrive. |

3.3. Lemmes de Borel-Cantelli.
Soit (A;);>1 une suite dans B.

PREMIER LEMME DE BOREL-CANTELLL. St ) P(A4,) < oo, alors P(limsup 4,,) = 0.

PREUVE. Notons B, = Up>n A, : alors limsup A,, =N, | By, car B, 41 C B,,. Donc,
par monotonie des probabilités, P(limsup 4,,) = lim,, | P(B,,). Orsi ) P(4,) < oo,

0<P(B ZIP’

p>n

et donc. m
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SECOND LEMME DE BOREL-CANTELLI. Si de plus la suite (A,) est indépendante,
alors on a la réciproque : si ), P(A,) = oo, P(limsup 4,,) = 1.

PREUVE. Montrons que P(liminf Af,) = 0. Si C), = Np>, A5, alors liminf A7, = U, 1

Chp, et donc P(liminf A¢) = lim,, T P(C,). Orsixz > 0,1 —x <e™ %, et donc

n+k n+k
T ey — 1 _ V) < lim e~ Zidn B(A) —
P(Cy) = lim 1:1 P(Af) = lim 11 (1-P(4))) < lime 0

Donc pour chaque n, P(C,,) = 0, et donc. |

Exercice : sur ({0,1}N,7 N {0,1}NP.) (cf. 1.1.4.), posons Ay, = {w;, = 1}. Vérifier
que la suite (Ay) est indépendante. Evaluer ), Po(Ag), et en déduire que Po.-presque
stirement, w possede une infinité de 1 et de 0. Utiliser deux méthodes : 'une par le
premier lemme de Borel-Cantelli, ’autre par le second.

3.4. Loi 0 — 1 de Kolmogorov.

Lor 0 — 1 bDE KOLMOGOROV. Soit (By,)n>0 une suite indépendante de B. Notons
Bso = Mp>10(Bp, Brti,---),
la o-algebre des événements asymptotiques associés. Alors si A € By,
P(A) =0 ou P(A) =1.

Autrement dit, Bso est triviale.
PREUVE. Nous aurons besoin du

LEMME. Supposons que la suite double

—AH <Am
—Aﬂ ~Aﬂ

soit indépendante, ou le nombre de lignes ou de colonnes est fini ou dénombrable. Alors
si B; est la o-algébre engendrée par la i'°™° ligne, la suite (B;) est indépendante.

PREUVE DU LEMME. Notons A; ’ensemble des intersections finies d’éléments de la
i1®me Jigne, alors c’est un m-systéme et o(A;) = B;.

11 suffit donc de montrer que la suite (A;) est indépendante. Soit donc I un ensemble
fini d’indices de lignes, et pour chaque ¢ € I, J; un ensemble fini d’indices de colonnes et
C; = Njer, Aij 'élément de A; correspondant.
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Alors
P(N:Ci) = P(Ni(N;Aip)) = [T [ P(As) = HP(Q’)-

1 JEJ;

Fin de la preuve de la loi 0 — 1 : soit A € Be, et montrons que P(A) = P(A)?, ce
qui découlera si AL A. Pour chaque n > 1, la suite (A, By,...,B,) est indépendante
puisque A € o(By 11, Bni2,...). Donc lasuite (A, By, Bs, . ..) est indépendante, et donc,
par le Lemme préliminaire ci-dessus, Al o(By, Ba,...). Or A € 0(B1,Ba,...), et donc
ALA. [ |

Exemples importants : si (A,),>0 est indépendante, alors limsup,, A,, et liminf A4,,
sont des événements asymptotiques, i.e. dans N,o(A,, Ant1,...). Cela se voit en
écrivant
limsup A,, =Ny, | Up>n A4, et lirr;inf Ap =Up T Np>nAp.
n
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VARIABLES ET VECTEURS ALEATOIRES

4.1. Variables et vecteurs aléatoires.

On se donne un espace probabilisé (2, B,P), et X; : Q@ — R, 1 < i < d, d-applications
(B, B(R))-mesurables. Ce sont des variables aléatoires, par définition.

Un vecteur aléatoire est une application (Xi,...,X;)Q — R dont les composantes
sont des variables aléatoires.

Souvent on adopte la notation abrégée v.a. pour variable aléatoire ou vecteur aléatoire.

Du point de vue probabiliste, ce qui nous intéressera le plus seront les lois des vari-
ables ou vecteurs aléatoires : Py ou P(x, . x,)-

L’espérance d’un vecteur aléatoire est définie par

E((Xy,...,Xq)) = (E(Xy),... , E(Xq)).

Pour les vecteurs aléatoires, nous bénéficions des mémes théoremes généraux d’interversion
de limite et d’intégrale que pour les variables aléatoires, a ceci pres qu’il faut en adapter
I’énoncé de sorte a ce qu’ils integrent simultanément les conditions requises composante
a composante, a savoir pour chaque Xj.

Les variables aléatoires ne nous seront accessibles dans la pratique qu’au travers de
leurs lois, qui sont des probabilités boréliennes sur (R?, B(R?)) (d > 1 pour les vecteurs).
De ce point de vue, le théoreme suivant, qui résulte directement de la définition de Py,
est essentiel :

THEOREME DE TRANSFERT. Soit (', B’) un autre espace probabilisable et soit f :
Q — Q' une application (B, B’)-mesurable. Alors pour toute application borélienne g :
QO —-R% ona
g€ LY(Py) <= go feL(P).

Si tel est le cas, alors
Ep(go f) =Ep,(9).

Commentaire : supposons que nous ne connaissions de la variable aléatoire X : ) — R
que sa loi Px sur (R, B(R)). Alors, bien que nous ne connaissions pas l’application X
elle-méme, nous pouvons décider de l'intégrabilité de g(X) ot g : R — R est borélienne,
et en plus calculer Ep(g(X)). Il suffit en effet pour cela de vérifier que g € L} (Px), et si
c’est le cas, de calculer

Ee(9(X)) = Ery (g) = / o(z)dPx ().

PREUVE. Par définition, si g : Q' — R?, son intégrabilité équivaut a celle de toutes
ses composantes, et son intégrale est le vecteur des intégrales de ses composantes. Donc
restreignons nous a ne traiter que le cas de g : " — R.
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Par définition de Py, si A € B', et g =14, go f = 1;-14 sont intégrables, et
Ep(go f) = P(f~1A) = P;(A) = Eg, (9)-

£ £ vrai vari catoire si i.e.
Donc I’énoncé est vrai pour g une variable aléatoire simple, i.e
g = E O‘i]-gfl{ai}v
finie

ott (g7 au}) est une partition B'-mesurable de €)'.

Si g est positive alors elle est limite d’une suite croissante (g,,) de variables aléatoires
simples et positives, et donc par Beppo-Lévi, et la validité de notre énoncé pour les
fonctions simples,

Bz, (9) = lim T Ep, (gn) = lim T Ep(gn © f) = Ep(g 0 f),

car g, o f — g o f simplement, en étant minoré par zéro, et en croissant.
Il en résulte notamment que si g est positive,

g € LY(Py) & Ep,(9) <oo e Ep(go f) <oco&gofe L (P).

Donc I'énoncé est vrai pour les variables aléatoires positives. Dans le cas général, on

passe par les parties positives gt = max(0, g) et g~ = max(0,—g). On remarque que
(gof)t=gtofet(gof)” =g of,eton éerit
g € LH(Py)

< gtet g € LY(Pf) & max(Ep, (97),Ep,(¢97)) < o0
< max(Ep(gT o f),Ep(g~ 0 f)) < oo (go f)T et (go f)~ € LY(P)
s gofeLY(P).

Puis on conclut par Ep,(g) = Epf(g+) —Ep,(97) = Ep((go HT)—Ee((go f)7) =
Er(g o f). u

Exemple : supposons que X prenne des valeurs entieres et suive une loi de Poisson de
parametre A > 0. Calculer Ep(X) ! A priori, on ne connait pas X et on peut étre surpris
de devoir cependant chercher a calculer fQ XdP, d’autant qu’on ne connait pas non plus
ni Q, ni B, ni P!

Ce n’est pas un probleme, puisqu’on nous indique que Px est la loi de Poisson de
parametre A > 0. Certes c’est un loi de probabilité sur (R, B(R)), mais bien plutot sur
(N, P(N)), puisque X € NP-p.s.. Et nous sont donnés les valeurs Px ({n}) = e™*A" / nl.

Donc par construction de l'opérateur d’intégration Ep, , il vient, par application du
théoreme de transfert,

Ep(X) = Ep, (z) = / zdPx () = Y nPx({n})=...= A,
R n>0

ou les points de suspension sont a compléter par le lecteur.
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4.2. Quelques définitions spécifiques aux variables aléatoires.
L’espérance : l'espérance de la variable aléatoire X est définie si X € L!(P), notée
E(X) ou Ep(X) si le contexte suscite de spécifier P, et vaut

E(X)=Ep,(z) = /RdeP’X(as).

C’est un parametre de localisation, parfois appelé valeur moyenne ou encore sim-

plement la moyenne. Bien entendu, en tant qu’intégrale, 'espérance est linéaire.

Exemple : si la loi de X est normale centrée réduite (de densit¢ dPx / dm(z) =
1 -z

7=¢ 7 ), alors

M)

x

E(X) = /R x\e/;_: dz =0,

par imparité.
Exemple : silaloi de X est Cauchy de parametre 1 (i.e. dPx / dm(z) = m), alors
X n’a pas d’espérance. Pourquoi 7

Variance : si X € £%(P), alors elle a une variance, notée Var(X), définie par
Var(X) =E(X?) - E(X)?

(remarquons que X € L3(P) = X € L}(P)). C’est un paramétre de dispersion.
LEMME. Var(X) =E(X —E(X))?) si elle existe.

PREUVE. Les constantes sont dans £2(P) et donc X — E(X) existe et se trouve dans
L2(P). Alors il suffit de développer le carré dans I’espérance, et d’utiliser la linéarité de
I’espérance. |

Propriétés de la variance. La variance est invariante par translation i.e.

Var(X + ¢) = Var(X),
et une vartable sans dispersion est constante P-p.s., a savoir que

Var(X)=0=X=E(X)P—p.s..

Ecart-type : c’est la racine de la variance, 0(X) = /Var(X).

Matrice des variances-covariances : dans le cas d’un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xy),

avec X; € L2(P), on remplace la variance par la matrice

Var(X) = (Cov (X, X;))1<ij<d;
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ot Cov(X;,X;) désigne la covariance des variables X, et X;, définie, pour deux
variables aléatoires Y, Z € L2(PP), par

Cov(Y,Z) = E((Y — E(Y))(Z — E(Z))).

Fonction de répartition : c’est la fonction Fx : R — [0, 1] définie par
Fx(t) =P(X <t) =Px(] —oo,t]), t R
C’est un exercice instructif de démontrer que F'x a les propriétés suivantes :

(i) : Fx est croissante;

(i) : Fx est continue a droite;
(id) : limy__o Fx(t) = 0;

(21]) . limt_>+oo FX (t) =1.

Fonction de répartition d’un vecteur aléatoire : soit X = (X3,..., X4) un vecteur
aléatoire. Sa fonction de répartition est par définition I'application Fy : RY — [0, 1]
définie par

Fx(tl, . ,td) = P((Xl < tl) AN (Xd < td)).

LEMME. Si F': R — [0,1] satisfait auzx propriétés (i —iv) énoncées précédemment,
alors il existe (2, B,P) et une variable aléatoire X sur (2, B) tels que F' = Fx.

De plus si X et'Y sont deux variables aléatoires telles que Fx = Fy, alors elles ont
méme loi, i.e. Px = Py.

PREUVE. Remarquons que puisque F est croissante ((7)), elle a une limite a droite
F(a™) et une limite & gauche F'(a™) en tout point a de R : notons dr(a) = F(a™)—F(a™)
le saut de discontinuité de F' en a (remarquons que F'(a™) = F(a) par (ii)). Remarquons
aussi que ) .pdr(a) <1, par (i@ —iv). Nous noterons F(—oo) =0 et F(+o0) = 1.

Appelons A 'algebre des unions finies disjointes d’intervalles de R. Si I est un inter-
valle de R, d’extrémités a < b, posons

P(I) = F(b) = F(a) = 0p (b)1r\1(0) 1 (b) + dr(a)11(a)1r(a).

Cela peut paraitre compliqué mais par exemple on a P([c,c]) = P({c}) = dr(c) et
P([a, b]) = P(]a, b)) + P([a, a]) — P([b,b]) = F(b) — F(a) + 6r(a) — 5 (b) si a,b,c € R.

On vérifie sans peine que si A € A et J est fini et A = UjecsI; avec les intervalles
I; deux & deux disjoints, alors en posant P(A4) = ZjEJP(Ij), on obtient une bonne
définition, a savoir que si Ujes1; = Ujfejzlg,, alors ZjEJP(Ij) = Zj/eJ’ P(IJ’.,).

On a de plus P(0) = P(Ja,a[) = F(a) — F(a) =0, et P(R) = F(+00) — F(—00) =1, et
si A, A’ sont disjoints dans A, P(AUA’) = P(A) +P(A’). Deplussi A,B€ Aet AC B,
on vérifie sans peine que P(B '\ A) = P(B) — P(A). Donc P : A — [0, 1] est une fonction
additive, de masse totale 1, qui vérifie P(R\ A) P
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Montrons que P est une probabilité sur A, & savoir qu’elle est continue en (). A cet
effet, montrons d’abord que pour A € A,

P(A)= sup P(K).
KX

Puisqu’un tel A est une union finie d’intervalles, et qu’une union finie de compacts est
compacte, montrons cette propriété simplement dans le cas particulier ou A lui-méme
est un intervalle.

Par exemple supposons A = [a,b[ avec a < b € R. Alors P(A) = F(b) — F(a) —6r(b) +
6p(a) = F(b) — F(a) — (F(b) = F'(b7)) + F(a) = F(a™) = F(b) — F(a™). Soit (g,) | 0
avec 0 < g, < b_T“. Notons K, = [a,b — &,]. Alors K,, C A est compact et P(K,,) =

F(b—¢,)— F(a™), et puisque &, | 0, F(b—¢&,) — F(b™), et donc lim,, P(K,,) = P(A).

Donc a l'instar de ce qui avait été fait pour la mesure de Lebesgue sur [0, 1], ou a
I’occasion de la preuve du théoreme d’extension de Kolmogorov, nous avons ici montré
que P a une certaine propriété de régularité sur les pavés de R.

C’était alors la clef de la preuve de la continuité en () (qui permet d’appliquer le
théoreme d’extension), et cela le reste ici : supposons (A,) € A et que A, | (. Soite >0
et pour chaque n, soit K} compact dans A contenu dans A, tel que P(4, \ K2) <¢ /
271, Puis posons K,, = Ns<, KY. Alors

P<An \ K,) < ZP(AS\KS) <e.

s<n

Et la suite (K,,) est une suite de compacts, décroissante, et d’intersection vide. Donc il
existe ng tel que si n > ng, K,, = 0. Alors

n>ng=0<PA4,) =PA,\K,) <s,

ce qui entraine que P(4,,) — 0.

Nous n’avons plus qu’a appliquer le théoreme d’existence pour déduire l’existence
d’une unique probabilité P sur o(A) = B(R) telle que P = P sur A.

Alors posons (9, B,P) = (R, B(R),P), et X : R — R définie par X (z) = x, autrement
dit X = Idg. On a alors

Fx(t) = Px (] - 00, 1)) = B(X '] = 00,1]) = B(] - 00,1]) = B(] — 00,1]) = F(t), t€R.

Montrons a présent la seconde assertion du Lemme : soient X et Y deux v.a. telles
que Fx = Fy. Alors puisque Fx (t) = Px (] — o0, t]) et que Fy (t) = Py (] — 00, ]), il vient
Px =Py sur la classe M = {] —o00,t] : t € R}.

Mais M est un 7-systeme générateur de B(R), et donc par le théoreme d’unicité,
Px = Py sur B(R). |
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Remarque importante : dans le cas d’un vecteur aléatoire, il faut rajouter une con-
dition supplémentaire pour pouvoir caractériser les applications qui sont exactement les
fonctions de répartitions des vecteurs aléatoires en dimension d > 1.

Pour comprendre 'existence de cette condition supplémentaire, pensons & R?, X =
(X7, X5), et soient x1 < y1 et 2 < yo. Alors 0 < P((z1 < X1 < 1) A (22 < X2 < y2)),
et donc

Fx(y1,y2) + Fx(x1,%x2) = Fa(x1,y2) — Fx(y1,x2) > 0.
La condition supplémentaire est une condition de “positivité sur les contours”.

Fonction caractéristique d’une v.a. : soient (¢1,...,tq) et (s1,...,5q) € R% Notons
< s,t >= >, s;t; leur produit scalaire. Alorssi X = (X1,...,Xy) est un v.a., [e"<H¥>| =
1 pour tout t € R?, et donc e!<t:*> € L£1(IP). On appelle fonction caractéristique du
v.a. X l'application ¢y : R? — C définie par

ox(t) = E(e'<%*7), t e RY.

Nous verrons plus loin que la fonction caractéristique est effectivement caractéristique,
au sens ou elle caractérise Py.

Fonction génératrice : supposons que la v.a. X prenne P-p.s. des valeurs entieres.
Alors sa fonction génératrice, notée Gx, est définie par

Gx(s) = ) s"Px({n}) = E(s¥), [s| < 1.

n>0

Remarquons que la série converge normalement pour |s| < 1 puisque Gx (1) =E(1) = 1.

LEMME. Soient X etY deux v.a. prenant des valeurs entiéres et supposons que Gx =
Gy. Alors X etY ont la méme loi, i.e. Px = Py.

PREUVE. Gx et Gy sont analytiques et coincident sur I'ouvert {|s| < 1}. Donc pour
chaque n > 0, n!Px ({n}) = Gg?)(()) = Ggf)(O) = nlPy ({n}), et donc Px = Py. |

Nous renvoyons le lecteur en Annexe 1 ot il trouvera une liste de lois usuelles et pourra
déja s’entrainer a en calculer les parameétres que nous venons d’introduire, a savoir

— espérance,

— vartance,

— fonction de répartition,

— fonction caractéristique,

— fonction génératrice le cas échéant.
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4.3. Les inégalités de base.
1
Nous notons, pour p > 0, et X une v.a., |X|, = E(|X|?)? (rappelons que ce n’est une
norme que sur les classes d’équivalence de v.a. presque stirement égales, sinon ce n’est
qu’une semi-norme).

Holder : soient p,q > 1 conjugués, i.e. = + % = 1. Soit X € LP(P) et Y € LI(P). Alors

D =

XY € LY(P) et |XY]|; < |X|p|Y]q-

Minkowski : c’est I'inégalité triangulaire de | |,. Si X,Y € LP(P), pour un certain
p>1,alors X +Y € LP(P) et de plus

X+ Ylp < [X]p +[Ylq:

Ces deux premieres inégalités ne sont pas spécifiques aux espaces probabilisés (masse
totale 1). Elles sont valables pour les espaces mesurés positifs.

Les suivantes par contre sont spécifiques. Avant d’énoncer la premiere d’entre elles,
I’inégalité de Jensen, nous avons besoin de quelques notions préliminaires.

Soit ¢ :]a,b[— R, avec —oo < a < b < +00. Nous dirons qu’elle est convexe si

a<z<y<bet0<A<1=¢(1-Nz+Ay) < (1—-No(z)+ Ao(y).

Autrement dit, si X = (z,¢(x)), Y = (y,0(Y)) et si Z = (2, ¢(z)), avec z < z < y, alors
le point du graphe de ¢, Z, est sous le segment [X,Y]. La convexité de ¢ équivaut donc
a ce que la pente de la droite (X Z) soit moindre que celle de la droite (ZY"), ou encore,

¢(t) — ¢(s) _ (u) — o(t)

a<s<t<u<b= <
t—s u—t

Q)

LEMME. ¢ convexe entraine ¢ continue.

PREUVE. Montrons que ¢ est continue a droite et a gauche en tout point a < = < b.
Pour la continuité a droite en x, considérons a < s < x < y < t < b. Notons S = (s, ¢(s))
et T = (t,¢(t)). Faire un dessin. Puisque X est au-dessous (SY), Y est au-dessus de
(SX). Et Y est au-dessous de (XT). Siy — z™, le point limite L = (x, ) doit continuer
a étre au-dessus de (SX), et au-dessous de (XT'), ce qui impose ¢(x) < ¢ < ¢(x), donc
¢ = ¢(x), et ¢ est continue a droite.

Pour la continuité a gauche le raisonnement est similaire. [

JENSEN. Soit X une v.a. sur (2, B,P) telle que X prenne ses valeurs dans |a,b[. Soit
¢ :Ja,b[— R conveze. Supposons que X € L1 (P) et que po X € LY(P). Alors

P(E(X)) < E(¢(X)).
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PREUVE. Soit t = E(X). Comme a < X < b, il vient a = E(a) < E(X) < E(b) = b.
Montrons qu’en fait a < t < b. L’inégalité stricte est automatique si a = —oo ou b = 400
puisque par hypothese X € L1(P).

Supposons a € R et t = a = E(X). Alors X — a > 0 intégrable d’intégrale nulle et
donc P-p.s., X = a, ce qui contredit X €]a,b[. Idem en b pour le cas b € R.

Soient a < s <t < u, et notons B = sUp,.,cs<¢ % Alors d’apres (Q),
u—t
et donc
a<s<b=f(s—1t)+ o) < d(s),
ce qui reste vrai si s = X... . En intégrant (tout est dans £(IP)), il vient
PE(X —E(X)) + ¢(E(X)) < E(¢(X)),
et E(X —E(X)) =0. [

Voici une premiere application de I'inégalité de Jensen :
LYAPUNOV. si 0 < s <t, et X € L}(P), alors X € L5(P) et
|X|s < |X|t
PREUVE. Poser r =t/s > 1. Donc ¢(x) = |z|" est convexe sur R. Poser Y = | X|* :
alors Y € L"(P), donc dans L (P), et ¢(Y) = |X|* € L1(P). On applique I'inégalité de
<

)
Jensen pour déduire ¢(E(Y)) = (|X|[3)" < E(¢(Y)) = | X[}, puis on passe a la puissance
1/t. |

On peut obtenir d’autres inégalités par le processus général suivant :

UNE CLASSE D’INEGALITES. Soit ¢ : R — R borélienne et pour A € B(R), posons
ia =inf{y(x):x € A}.

Alors si X est une v.a. sur (0, B,P),

1
P(X € A) < —E(¥(X)).
A
PREUVE. Ecrire

iAP(X c A) = E(iAlA(X)) = E]PX (iAlA(x))
< Epy (Y(2)1a(7)) < Epy (¢(2)) = E((X)),
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ol aucune condition d’intégrabilité n’est a vérifier puisque v est borélienne positive. W

Passons aux applications :
Bienaymé-Chebyshev : on prend 9(z) = 22, et X € L2(P). Onpose Y = X —E(X) €
L2(PP), puis pour a > 0, A = [, +o0[. Alors Var(X) = Var(Y) = E(¥(Y)) et on obtient

< Var(X) '

P(X ~ E(X)| > a) < ~ g
Cette inégalité se généralise en la suivante :

Markov : on prend 7 > 1 et X € L7(P). Puis @ > 0 et A = [, +0o[. Enfin on prend

P(x) = |z|". Alors

- E(X])

P(X[ > a)

ar

Un autre corollaire est :
Cantelli : on suppose X € L2(P), avec E(X) = 0. On pose 02 = Var(X), et on prend
a>0,etY(z)=(z+ %2)2 Enfin on prend A = [a, +oo[. Alors on a

o2
P(X>a)< —.
(Xza)< 0
EXERCICES
I : calculer, en les justifiant, les limites suivantes :
lim (1 — E) e/ ?dr, lim (1 + E) e 2% dx.

IT : soit p une mesure positive sur (X, B), f : X — C mesurable, et p > 0. On pose

wmaémwmum

On pose ensuite £ = {p: ¢(p) < 0o}, et on suppose que |f|s > 0.

a) Pour r < p < s, avec r, s € E/, montrer que p € E.

b) Montrer que log ¢ est convexe a 'intérieur de E et que ¢ est continue sur E.

c) D’apres a), E est connexe. Est-il nécessairement ouvert, fermé ? Peut-il étre réduit
a un point ? Peut-il étre n’importe quel sous ensemble connexe de |0, 400 7

d) Pour r < p < s, montrer que |f|, < max{|f|.,|f|s}. En conclure LP(p) C L¥(n) N
L7 ().

e) Supposons qu’il existe r > 0 tel que |f], < co. Montrer qu’alors |f|, — |f]co-

ITT : on reprend les hypotheses du II mais en outre on suppose que u(X) = 1.
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a) Démontrer que |f|, < |f]ss1 0 <r < s < 0.
b) A quelles conditions peut-on avoir 0 < r < s < oo et |f], = |f|s < 00 ?
c) En supposant que |f|, < oo pour un certain r > 0, montrer que

lim |f], = exp (/ log Ifldu) ,
p—0t X

en posant exp(—oo) = 0.

IV : on suppose toujours pu(X) = 1. Soient f et g deux fonctions mesurables et positives
telles que fg > 1. Montrer qu’alors

/ fdu/ gl > 1.
X X

V : toujours si pu(X) = 1, soit h > 0 mesurable et A = fX hdp. Montrer que

V1+A2<E,(V1+h?) <1+ A

Si p est la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et si h est continue, avec h = f’, les inégalités
ci-dessus ont une interprétation géométrique simple. Laquelle ?

VI : soit 1 < p < o0, f € LP(]0,+00[), relativement a la mesure de Lebesgue. Posons
pour x > 0,

a) Démontrer I'inégalité de Hardy
p

qui assure que F' envoie LP dans lui-méme.
b) Démontrer que 'on a 1’égalité si et seulement si f =0 p.s..
c) Démontrer que la constante z% est la plus petite possible.
d) Si f>0et f € L', montrer que F ¢ L.
Indications : pour le a), considérer d’abord f > 0 continue & support compact, et intégrer
par parties pour obtenir |F|) = —p fooo FP=Y(z)xF'(z)dz. Remarquer que oF' = f — F,
et appliquer l'inégalité de Holder a [ FP~! fdz. Pour c), faire f(z) = z~ P sur [1, A], 0
ailleurs, pour A assez grand.

VII : “Théoréme d’Egoroff’ ; supposons u(X) < oco. Soit (f,) une suite de fonctions
complexes mesurables qui converge simplement sur X. Alors quelque soit ¢ > 0, il
existe un sous ensemble mesurable F de X tel que u(X \ E) < € et que (f,) converge
uniformément sur F.
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Indication : poser

1
S(0.k) = Nion {25 10) = 0] < 1}

et montrer qu’il existe une suite croissante d’entiers (ny) tel que E = NgS(ng, k) ait la
propriété désirée.
VIII : soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles. On note msy la mesure de
Lebesgue sur (R?, B(R?)), et m la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)). On suppose que
P x,y)<ma, et on note

dPx,v)

ng(x’y) = f(z,y)
sa densité.

VIII-1 : montrer que Px <m et que Py <m.

VIII-2 : exprimer 6f%{f(:(;) sous la forme d’une intégrale faisant intervenir f. Faire de
~ . dPy
méme en ce qui concerne 7Y (y).

VIII-3 : soit A € B(R?). On note 4, = {r € R : (z,y) € A}. On rappelle
que m presque surement en y, A, € B(R), et que y — m(A,) est mesurable, et que
ma(A) = [ m(Ay)dy.

Soient p et v deux mesures de probabilités sur (R, B(R)), absolument continues rela-

d(pQv)

tivement a la mesure de Lebesgue m. Montrer qu’alors u ® v<ms, et déterminer s

en fonction de 5—1‘7‘1 et de 5—72.
VIII-4 : en déduire une CNS pour que X LY, concernant la forme algébrique de f.
VIII-5 : on suppose que la loi d'un couple de v.a.r. (X,Y), P(x y), a une densité

flz,y) = - (l}er) — (l—ll—y2) relativement a my. Les variables X et Y sont-elles indépendantes
?

IX : soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles tel que pour chaque A € B(R?),

1
]P)((Xv Y) S A) = Z on+1 1A(TL, TL) + CA(l - x2y2)1[07112(x, y)dmg(x,y),
n>1

ou C' est une constante positive.
IX-1 : calculer C.
IX-2 : déterminer Py, puis Py sans calcul supplémentaire.
IX-3 : déterminer la décomposition de Lebesgue de Px relativement a m.
IX-4: X et Y sont-elles indépendantes ?
IX-5 : montrer que X est intégrable et calculer E(X).

X : soit (A, )p>1 une suite d’évenements mesurables d’un espace probabilisé (£, B, P),
telle que P(A;) > 0. On note

> ir<n P(A; N Ag)
(Shen B(AD)

Np=14,+...+14, ,et0,= , n>1.



34 VARIABLES ET VECTEURS ALEATOIRES

X-1 : montrer que limsup,, A,, = {lim,, T N,, = +o0}.

X-2 : on note pp = P(Ag) et my, = p1 + ...+ p,. Calculer Var(N,) en fonction de
0,, et de m,,.

X-3 : soit z € R tel que m,, > z. Montrer que P(N,, < z) < P(|N,, — my| > m,, — x),

et en déduire que P(N,, < z) < %.

X-4 : on suppose désormais que ). p, = 400, et que liminf, §, < 1. Montrer
qu’alors quel que soit € R, liminf,, P(N,, < z) = 0.

X-5 : montrer que P(sup, Ny < z) < P(N,, < z). En déduire que P(limsup,, 4,) = 1.

X-6 : déduire de ce qui précede que le second Lemme de Borel-Cantelli est encore
valable si 'on suppose les A; deux a deux indépendants.
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CHAPITRE 5
CONVERGENCE PRESQUE SURE

5.1. Indépendance des v.a. - criteres.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, B, P). Nous appelons
tribu engendrée par X, notée o(X), la tribu X ~1(B(R)).

Soit (X; : € — R);cs une suite finie ou dénombrable de variables aléatoires. Soit
J C I fini.

Nous dirons que la suite finie (X;);c; est indépendante si

(Aj)jes € [[o(Xy) = P(nsesdy) = [[P(Ay).
jed jeJ

Nous dirons que la suite (X;);c; est indépendante si quelque soit J C [ fini, la
suite (X;);es est indépendante.

Nous dirons que la suite (X;);c; est deux & deux indépendante si quels que
solent ¢ # j € I, X; est indépendante de X; (noté encore X; LXj).

THEOREME 1. La suite (X;);cr est indépendante si et seulement si quel que soit J C I
fini, si X5 = (X;) es, alors
Py, = (X Px;.

jed

PREUVE. Soit (A;)jes € B(R)?. Laloi Py, est entierement déterminée par ses valeurs
du type IP’XJ(HjEJAj). Il en est de méme de I'autre loi en question sur R”, & savoir
& ,cs Px,. Mais par indépendance,

Px,([Ties A) = P(NjesX; ' (4)))
= e, P(X;1(4))
= HjeJPXj (Aj)
= (®esPx, ) ey 4.
Donc l'indépendance entraine que la loi est la loi produit (w-systeme générateur des

pavés).
Réciproquement, si Py, = & jes Px;, I’indépendance est évidente. [
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THEOREME 2. La suite (X;);er est indépendante si et seulement si quel que soit J C T
fini, si X; = (X;);ecs, alors

FXJ JGJ HFX ze FXJ ®FX .
jedJ jeJ

PREUVE. Soit (t;)jes € R’7. Si on a I'indépendance, alors

Fx,((tj)jes) = P(Njes X (1 = oo ty])) = [ [ P(X;1 (0 =00, t5]) = [ [ Fx, (t)

JjEJ jeJ

Réciproquement, I’ensemble des pavés [ ]| je ;] — 00, t;] forme un 7-systeme générateur
de B(R7). Si donc I'on suppose que Fy, = &, Fx;, c’est donc que Py, et @
coincident sur ce m-systeme générateur, et donc sont egales

Par le Théoreme 1 ci-dessus, on obtient I'indépendance. |

jEJ

COROLLAIRE. Si X LY, alors quels que soient g,h : R — R boréliennes telles que
g(X) et h(Y) soient dans L2(P), on a

En particulier si X,Y € L%(P),
Cov(X,Y)=0

Et alors Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

PrREUVE. Il suffit de le vérifier d’abord pour les fonctions simples g, h, puis pour leurs
limites croissantes boréliennes, et enfin de considérer les parties positives et négatives.
On a donc

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(X — E(X))E(Y — E(Y)) = 02 = 0.

Enfin Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y). |

Pour conclure ce paragraphe, voici quelques exercices classiques :
I: soient X et Y deux var indépendantes et équidistribuées sur {0,... ,n} et {0,... ,m}
respectivement.

Déterminer la loi de Z = X 4+ Y : on appelle cette loi la loi trapeézoidale.
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IT : soient X et Y deux var a valeurs entieres dont la loi conjointe (a savoir la loi du
couple ou vecteur (X,Y')) est donnée par

C
, r,y > 1.
+y—D@+y)(z+y+1) Y
Déterminer lesloisde U =X +Y et V=X -Y.

III : soient X et Y deux var indépendantes de lois de Poisson de parametres respectifs
A et 5. Montrer que L(X +Y) =P(A+f).

IV : si X est une var de loi géométrique, a valeurs dans N, montrer que quel que soit
k,n>1,

P((X,Y) = (z,9)) =

P(X =n+klX >n)=P(X =k).

Pourquoi appelle-t-on cette propriété la propriété d’“absence de mémoire’ ?
Existe-t-il une autre v.a. a valeurs dans N ayant cette propriété ?

V :on note {p; < p2 < ...} =P l'ensemble des nombres premiers, et (IV;);>1 une suite
de var indépendantes telles que

P(Ni=k)= (1 -y k>0,
ouy, =p, p , pour chaque %, et un certain 4 > 1. Montrer qu’alors
M = prvl
i>1

est un entier aléatoire, de loi P(M = m) = Cm ™" pour m > 1 (c’est la distribution dite
de “Dirichlet’), ou C est une constante telle que

T () - (o

i>1 m>1

-1

5.2. Loi forte d’Etemadi.
Commencons par un petit Lemme, qui a son propre intérét au demeurant :

LEMME. Sip>1et X € LP(P), X : Q — R™, alors
E(XP) :/ pxP~1(1 — Fyx (t))dt.
0

PREUVE. Onal—Fx(t)=P(X >t) = fooo 1j¢ +oo[dPx (u), et donc par Fubini-Tonelli,
et le théoreme de transfert,

JoS paP (1 = Fx(b)dt = f(R+)2 PPy oo (u)dP x (u)dt
= Jo (fy ptPldt) dPx (u) = [;° uPdPx (u)
— E(xP). m

La loi forte “classique”’ suppose l'indépendance de la suite et non pas simplement
I'indépendance deux a deux. Le résultat qui suit est dit au mathématicien indien Etemadi,
et date de vingt ans. Il généralise le cas classique.
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Lo1 FORTE D’ETEMADI. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires identiquement
distribuées, intégrables, et deur a deux indépendantes. Alors

PREUVE. D’abord remarquons que sous nos hypotheses, les mémes hypotheses ont lieu
pour les deux suites (X )g>1 et (X, )g>1. Et donc il est clair que si le résultat est vrai
sous I'hypothese supplémentaire de positivité des Xy, il en découlera dans le cas général
par décomposition en parties positives et négatives. Ainsi nous pouvons sans perte de
généralité nous restreindre au cas P(X; > 0) = 1. Nous noterons S Zk<n

Posons Yy = Xklx, <k, et S}, = Zk<n Y. Remarquons que la suite (Yk) est une
suite deux & deux indépendante, et que Y;, € L (P).

Soit o > 1, fixé, et posons u,, = [@”]. Nous allons d’abord démontrer que, si € > 0 est

donné,
= yr ||

Par indépendance et distribution identique des Xy, on a

>€] < 0.

Var(S;) =Y Var(Yy) <> E(YP) =Y E(X7lx,<) < nE(X71x,<p).
k<n k<n k<n

Par application de I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev, il s’ensuit que
1 1 9
e < = Zn: EE(XI 1x,<u,)-

Posons K = 2a / (o — 1), et soit x > 0. Soit N = N(z) = min{n : u,, > x} : alors
a¥ > x, et comme pour y > 1, on a toujours y < 2[y], il s’ensuit que

n _ K
Z—<22a = K« NS;.

Up > n>N

Et donc en substituant X; a z, il vient, compte tenu de la majoration précédente de X,
et par convergence monotone,

1 1 K K

1

2 < 6—2E(X%1x1>0( Z u—n)> < E—ZE(X%1X1>0X—1)

unp>Xj

La convergence de Y. entraine, par le premier lemme de Borel-Cantelli, en prenant

une suite g, | 0, que
u _E(Siln)

n

P(lim sup >0) =0,

n

[

Up
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autrement dit que P-p.s., la suite (S —E(S}: )) / u, tend vers 0.
D’autre part, E(Yy) — E(X;), par convergence monotone. Et donc puisque u,, — oo,
il s’ensuit que E(S} ) / u, — E(X1), et donc nous concluons que

Su
u“ — E(X4) P—p.s..

Ensuite on a, en utilisant le lemme préliminaire,
> P(Xi#Yi) =Y P(Xy > k) < / P(Xy > t)dt = E(X;) < oo,
Kk Kk 0

et donc a nouveau avec le premier lemme de Borel-Cantelli, il s’ensuit que

P(limsup{Xx # Yk}) = 0.
K

Et donc P-p.s., il existe n(w) tel que si n > n(w), (Sn — S;)(w) = Sp(w)(w) — S;’;(w)(w),
et donc

limM =0 P—p.s..
n n
Il s’ensuit que
lim Suu“ =E(X4) P—p.s.. (C1)

Soit ng = min{n : ui < a—1} : alors la suite (up)n>n, €st strictement croissante.
Soit k > u,,, et soit n 'unique entier tel que u,, < k < u,41. Par positivité des X}, nous
avons

Up Su, <

Sk < Un+1 St
>~ = )
Un+1 Un k Up  Un41

dont il découle, puisque 41 / u, — «, et compte tenu de (C'1), que

1 S S
quel que soit a > 1, P —E(X;) < liminf =% < limsup — < aE(Xy) ) =1.
(67 k k k k

Il suffit alors d’intersecter les ensembles correspondants de mesures pleines le long d’une
suite «,, | 1 pour conclure. [ |

COROLLAIRE (OU RECIPROQUE PARTIELLE). Supposons X; € LY(P) et E(X]) =
+o00. Alors sous les mémes hypothéses que celles de la loi forte, on a

Sn
— — 400 P—p.s..
n
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PREUVE. Par la loi forte, si nous posons S, - =, .. X, , alors S, _ /n — E(X{)
P-p.s.. Donc il suffit de montrer que le corollaire est vrai si X1 > 0 et E(X) = +o00. Soit
alors p € N et posons X}, , = min(Xy, p). Alors par la loi forte, si S, , = Zk<n X, p, o1
a lim,, S, ,/n = E(X; ), et puisque S, , < Sp, on a

E(X1,p) < liminf &
n  n

Comme X; , T X si p — o0, il s’ensuit que 400 = lim, T E(X; p) < liminf, %’“ |

5.3. Inégalités maximales.

INEGALITE MAXIMALE DE KOLMOGOROV. Soit (X;);>1 une suite de v.a.r. indépendante.
Supposons les X; dans L*(P), et centrées (E(X;) = 0). Alors, si o > 0, et S, =

Zkgn Xk;

1
> < —
P(max [Sk| = a) < —5Var(Sn).

PREUVE. Posons

Ap(a) = Ay = {fjﬂgg\sﬂ < a} N{[Sk| > a}.

Posons
=1 m >
{1<ka§ [Sk| = a}.

Alors €, est 'union disjointe des Ax, 1 < k < n. D’autre part, les X étant centrées, les
Sy le sont aussi, et donc Var(S,) = E(S2). 11 vient

Var(S Z/ S2dPp.
k<n Ak
On a S, = (S, — Sk) + Sk, et donc

Var(S Z/ S2dp > Z/ (S% +25,(Sn — Si))dP,
Apg

k<n k<n

puisque S? > 0.

Ensuite S, — Sk = f(Xg+t1,...,Xn) avec f(Tpy1,.-. ,Tpn) = Thy1 + ...+ Ty, €t Sk =
g(Xy,...,Xy) de fagon analogue. De plus, 14, = h(X1,..., X)) pour une application
borélienne h : R¥ — [0, 1]. Par indépendance, on a

Pixy,o x0) =Py, x0) @ Pixy . x0)s
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et donc f et gh étant boréliennes, il s’ensuit que (S,, — Si)LSk. Dans £L2(PP), cela impose
/ (S — Sk)SkdP = B((Sh — Sk)(Se1a.)) = E(Sn — S)E(Sela,) = 0,
Ak

puisque S,, — Si est centrée. Et donc

Var(S Z/ SkdIP>Z/ o2dP = o?P(y,).

k<n k<n

INEGALITE MAXIMALE D’ETEMADI. Sous les mémes hypothéses, on a

P > < P >
(1r<nl?§ |Sk| > 3«) 3ml?x (|Sk| > «).

PREUVE. Reprenons les notations de la preuve précédente, et notons Ay = Ai(3a) et
Q) = Up<n Ay, 'union disjointe correspondante. Alors

P(Q) = P(2uN{ISn] = a})+P(QN{|Sn| < a}) < P(ISul = a)+ D P(AN{|Sa] < a}),

k<n—1

puisque A4, N {|S,| < a} = 0.

Puisque S,, = (S,,—Sk)+Sk, pour que | S| > 3, sachant que |S,| < a, il est nécessaire
que |S, — S| > 2a, et donc si k <n —1, A N{|S,| < a} C Ax N {|S, — Sk| > 2a}, et
donc

P(Qn) <P(ISal > a) + Y P(AkN{[Sn— Si| > 2a}).

k<n-1

A nouveau par indépendance, on a 14, 115, _s,|>2a, et donc
P(Ax N {|Sn — Sk| > 2a}) = P(A)P(]S,, — Sk| > 2a).
Donc, puisque Zkgn—1 P(Ax) <1, il vient
< > — > .
P(Qn) < P(|Sa| > ) + 1r£l?§nIP’(|Sn Sk| > 2a)
Ensuite pour que |S,, — Sk| > 2a, il faut que ou bien |S,,| > «, ou bien |Sk| > «, et donc

P(20) < B(IS0] > ) + max P(|S,] > a) + B(|Sk| > a),

et la conclusion s’en suit. [ |
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APPLICATION : CONVERGENCE P.S. DE SERIES DE V.A. INDEPENDANTES. Soit (X,,)
une suite indépendante de v.a. satisfaisant auxr mémes hypotheéses que les précédentes.
Notons Sp, =Y ey, Xk Soit S une v.a.. Alors

(Sn) CVPS versunev.a.S < Ve >0, P(|S,—S|>¢) — 0

n—oo

(on dit alors que S, converge vers S en probabilité).

PREUVE.
= : si S, CVPS vers S, alors pour ¢ > 0, P(limsup{|S, — S| > ¢}) = 0. Mais
limsup{|S, — S| > ¢} =Ny, | Upn>n{|Sm — S| > €}, et donc par monotonie de P, il vient

0 < liminf, P({|S, — S| >¢}) < limsup, P({|S, — S| >¢})
< limsup, P(Up>n{|Sm — S| > ¢}) = 0.

< : on va montrer que P-p.s., (S,,) est Cauchy. Pour cela observons d’abord que
€ €
P(1Suts — Snl 2 €) < P(Suss — 512 5) +P(IS, — 5] > 5).

L’hypothese entraine donc que

limsup P(|Sy4; — Sn| > ¢€) =0.
">l

Par I'inégalité maximale d’Etemadi, on a

19
- >e) < - > -
P(lrgjagk [Sntj — Sul > €) <3 1rg?§<klf”(|5n+g Sn| > 3),

dont il découle que

P(Sup S — Sl > €) < 3SupP(|Su s — Sul > 2).
E>1 E>1 3

Donc P(supy>; [Sntx — Sn| > €) —n 0. D’autre part on a I'inclusion

£
{sup |S; — Sk| > e} C {sup|Sp+r — Sn| > 5},
J,kz>n E>1

et donc il s’ensuit que la condition de Cauchy pour € > 0 est satisfaite avec probabilité
1, quel que soit € > 0. [

Les deux inégalités maximales précédentes majorent la probabilité pour que le maxi-
mum dépasse quelquechose. La suivante la minore :
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INEGALITE DE KOLMOGOROV A GAUCHE. Soit ¢ > 0 et supposons que (Zy) soit une
suite indépendante de v.a., centrées, et uniformément bornées par ¢ (|Z,| < c¢). Soit
>0 et notons S, = Z1 + ...+ Z;,. Alors

2
(e+c) < P(max [Sk| > ¢).

]_ _
Zk<n Var(Zk) o k<n

PREUVE. Toujours avec les mémes notations, en notant Bj, = {max;<j|S;| < €},
avec Ap = Ag(e), on a BN A =0 et By = Br11 U Ag11. On en déduit que

Sk-1lB, , +Zxlp, , = Sklp, , = Skls, + Sxla,. (M)

En élevant tout au carré, en prenant I’espérance, en tenant compte du fait que les vari-
ables sont centrées, avec par indépendance Z; IL1p, , et Z; LSk, 1p,_,, et du fait que
14,15, =0, il découle de (M) que

E(Sk-11Bi_,) + P(Bx-1)Var(Zk) = E(S{1g,) + E(Sg1a,)- ()
De la définition de Ay et du fait que |Z| < ¢, il découle de (M) que
Sila,| < [Sk-11a, |+ [Zk|1a, < (e + )14, (@)
De ({) et (9), il découle que, puisque B,, C Bi_1,
E(Si—11B,_,) + P(Bn)Var(Zy) < E(Silp,) + (e + ¢)*P(Aw),

dont il suit en sommant sur 1 < k < n, et puisque >, ., P(Ay) = P(Q,) et P(B,) =
1 —-P(Q,), que

(1—P(Q))( Y Var(Zy)) < (e + ¢)’P(Qn) + £2P(Qn). (o)
1<k<n

Notons X =}, ;. ,, Var(Zy) et p =P(Q,). On veut ¥ — (¢ + c)? < pX. Pour 'instant
on a, d’apres (&), que

(1-p)Z < (e+0¢)’p+e*(1—p)
Y—e2<p((e+c)?+2—¢e?)
Y -2 <pE+ (e+e)?—£2

U3

(0<p<1)
& Y —(e+c¢)? < pX.
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5.4. Convergence de séries aléatoires.

SI LA SERIE DES VARIANCES CONVERGE, LA SERIE CVPS. Soit (X;);>1 une suite de
v.a. indépendante. Supposons les centrées et dans L?(P). Alors

Z Var(X;) < co = ZX converge P-p.s.. (C2)

PREUVE. On pose S, = X7 + ...+ X, et il s’agit de montrer que (.5,,) est P-p.s. de
Cauchy.
Soit € > 0 : alors par 'inégalité maximale de Kolmogorov, si m,n > 1, on a

1
P( max |Sp+x — Sn| >¢) < =

max = Z Var(Xm+k),

1<k<n

et par monotonie de P, il s’ensuit que

1
P(sup [Sm+k — Sm| >¢) < = Z Var (X, 1x)-
k21 i

Comme ), Var(X;) < oo, la série queue tend vers 0, et donc

lim P(sup |Sy4k — Sm| >€) =0, Ve > 0.
m >

-

A(r‘rrl,e)
Notons E(n, €) = {sup; x>y |S; — Sk| > 2¢}, et soit E(e) = Nn>1 | E(n,¢). Alors
(Sp) P — p.s. de Cauchy < Ve > 0, P(E(¢)) = 0.

Mais puisque si j,k > m et |S; — Si| = [(S; — Sm) + (Sm — Sk)| > 2¢ impose que
|S; — Sm| > € ou bien que |S; — Sp,| > ¢, il s’ensuit que

E(m,e) C A(m,e).

Donc 0 < P(E(¢) < lim,, | P(A(m,e) = 0. |

COROLLAIRE - CONVERGENCE DES SERIES DE V.A. UNIFORMEMENT BORNEES. Soit
(Y,) une suite indépendante de v.a. telle qu’il existe ¢ > 0 satisfaisant |Y,| < ¢ P-p.s.,
pour chaque n. Alors

ZY CVPS = ZE ) CV et ZVar a) CV. (C3)



CONVERGENCE PRESQUE SURE 45

PREUVE. Soit (2, B,P) I’espace probabilisé sous-jacent et notons
(Q,B,P)=(QxQBRIBPRP), m(w,w)=w mww)=uw

I’espace produit et les projections associées. Notons }7” =Y, om et 1772 =Y, omy. Puisque
P, =P,,=P,ona
Pi}" = PS}/L = PYn’

et donc E(Y,,) = E(Y,) = E(gﬁ{) et Var(Y,) = Var(Y,) = Var(Y}), par le théoreme de
transfert. La suite de v.a. (Y,)) est une copie indépendante de la suite (Y,,) dans la
mesure ol par construction il découle directement des définitions que

{(a) D P v =B 5 =Py v, 2
(

Observons aussi que, si S, =Y, +...+ Y, et S/ =Y/ 4+ ...+ Y/,

I@(Zn Y'OV) = P{{(w,w): (5 (w,w')) Cauchy})
= PH{w € Q:(S,(v)) Cauchy}) =1,

par hypothese. Donc Y Y, CVPS, et de méme Y, V;, aussi.

Formons la suite Z,, = Y, —17,;. Alors la suite (Z,,) est une suite de v.a. indépendante,
uniformément bornées par 2¢, centrées. En outre Var(Z,) = 2Var(Y,).

Supposons que ). Var(Z,) = 4oco. Alors en appliquant I'inégalité maximale de
Kolmogorov a gauche, on obtient, pour tout m > 1 et € > 0,

(e+2¢)?
n Var(zm+k)

< liminf, P(maxi<k<n [Sm+k — Sm| > €)
- ]P)(Un{maxlgkgn |Sm—|—k - Sm| Z 5})7

1=1 - limy 5
k<

par monotonie de P et croissance des ensembles {maxi<g<n [Sm+k — Sm| > €} indexés
par n.

Il s’en suit que quel que soit € > 0, pour presque tout w € €, pour tout m > 1, il
existe un k£ > 1 tel que

[Smk(w) = Sm(w)| = €,

et donc sauf peut-étre sur un ensemble négligeable, la suite (S,,) ne satisfait jamais la
condition de Cauchy. Or ) Z, CVPS comme différence de deux séries qui CVPS. Une
contradiction.

Donc ) Var(Z,) < oo, et donc ) Var(Y,) < cc.

Mais Var(Y;,) = Var(Y, —E(Y,)), et (Y, —E(Y,,)) est une suite indépendante de v.a.,
centrées, dont la série des variances converge. Par application de (C2), il s’ensuit que
> . (Yo —E(Y,) CVPS. Et comme ), Y, CVPS par hypothese, il s’ensuit que >, E(Y},)
CVPS, par différence. Mais ceci signifie, puisqu’il s’agit de constantes, que ) E(Y},)
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converge tout simplement. [

Suivent quelques définitions et un lemme préliminaire. Soient (Y,,) et (Y,!) deux suites

. P , a .
de v.a.. Nous dirons qu’elles sont queue équivalentes, noté Y, =Y, , si

P(limsup{Yn, # Y, }) =0.

. » . , c .
Nous dirons qu’elles sont convergence équivalentes, noté Y,, = Y, si

P ((ZYn CVetd Y,CV)V(> Y,DVet) Y, DV)) =1.

LEMME D’EQUIVALENCE. Si ). P(Y, #Y,) < oo, alors Y, = Y etY, =Y/

PREUVE. Par le premier lemme de Borel-Cantelli, ’affirmation Y,, = Y. est immédiate.

De fait, il en résulte que P-p.s. en w, les deux suites (Y,,(w)) et (Y, (w)) ne different que
par un nombre fini de termes. Et donc les séries associées doivent converger ou diverger
simultanément. |

THEOREME DES TROIS SERIES DE KOLMOGOROV. Soit (X;);>1 une suite indépendante
de v.a.. Posons pour ¢ > 0, XE{” = Xnlix,|<c- Notons

Si(c) =) P(Xa|>c),  Sa(c)=> EX{),  Ss(c)=> var(X{).

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) : > ,XaCVPS;
(1) : e > 0,max{S1i(c),S2(c),S3(c)} < o0;
(197) : Ve > 0,max{Si(c),S2(c),Ss(c)} < occ.

PREUVE. Nous montrerons (i#ii) = (i1) = (i) = (i7i). La premiere de ces trois
implications est triviale.
(ii) = (i) : soit ¢ > 0 tel que les trois séries convergent. Puisque {|X,| > ¢} = {X,, #

Xr(f)}, il résulte du lemme d’équivalence et de la convergence de Si(c) que ) X, =

S ox.
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Montrons donc que ). xX© CVPS. La convergence de S3(c¢) nous indique, d’apres
(C2), que ZH(XT(LC) — E(X{?)) CVPS, et Sy(c) indique que > E(X') CV. Donc
>, X5 CVPS.

(i) = (iii) : donnons nous ¢ > 0.

Si ), X, CVPS, alors X,, — 0 P-p.s., et donc P-p.s., il n’existe qu'un nombre fini de

n tels que | X,| > ¢. Cela signifie que

P(lim sup{|Xa| > c}) = 0.

Par indépendance, et le second lemme de Borel-Cantelli (appliqué par contraposition),
il s’ensuit que Si(c) < oo (Si(c) = >, P(X,, # Xff)) < 00). Et donc par le lemme

d’équivalence, X,, = X\,

Mais puisque ) X, CVPS, il s’en suit que ) X9 CVPS aussi.
Alors (X,(f)) est indépendante et uniformément bornée par ¢ > 0. Et sa série CVPS :
par (C3) il s’ensuit que Sa(c) et Ss(c) convergent. |

5.5. Exercices.

I: “Intégration de Monte-Carlo”.
Soit (2, B,P) = ([0,1], B,m) (m=mesure de Lebesgue), et f € L2 Soit (U;);>1 une
suite i.i.d., de loi commune la loi uniforme sur [0,1]. On pose

L= (F(0) + ..+ f(U))

a) : montrer que I, Fopy Ep (f):

b) : utiliser I'inégalité de Chebyshev pour estimer P(|,, — I| > \/Lﬁ)

II : “Théoreme de Bernstein”.

Soit f € C([0,1]), et soit fn(x) = 0 _,Cra™(1 —2)" ™ f(m/n) le n'®™° polynome

de Bernstein associé a f.

a) : soit S, la somme de n variables indépendantes de loi de Bernoulli de parametre
p, 0 < p < 1. Montrer que Ef(S,,/n) = fn(p).

b) : soit M = |f|eo. Pour € > 0, choisir § > 0 tel que |z —y| < d = |f(x) — f(y)| <e
(justifier).
Montrer qu’alors |E(f(Sn/n)) — f(p)| < e+ 2MP(|S,/n —p| > 9).

c) : montrer avec Chebyshev que P(|S,,/n —p| > §) < 5.

d) : montrer que |f, () — f(2)|oc — 0 si n — oc.

I1I : “Loi forte dans L*”.
Soit (X;)i>1 une suite i.i.d. dans L* telle que u = E(X;). On veut montrer que
Sp/n — p P-p.s..
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a) :
b) :
c):
d):
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montrer que ’on peut supposer sans perte de généralité que p = 0.
développer E(S2) pour en déduire que E(S2) < Cn?.

en déduire avec I'inégalité de Markov que P(|S,| > ne) < C/(n%e?).
montrer a 'aide du premier Lemme de Borel-Cantelli que

P(lim sup{|S,| > ¢}) = 0. Conclure.

IV : “Un continuum de mesures mutuellement singuliéres sur [0, 1]”.
Pour z € [0, 1], on note (e, (x))n>1 € {0,1}V" une suite telle que

d):

x= Y 0k

n>1

: montrer que si x n’est pas rationnel de la forme 57, alors la suite (e,(x)) est

unique. Montrer que sinon il en existe au plus deux.

: on note 7 : {0, 1} — [0, 1] 'application définie par 7((€,)n>1) = D1 e

Sur Q := {0, 1}V, on choisit la tribu B = @y. P({0,1}). Montrer qu’alors 7 est
(B — B(R))-mesurable.

: soit p €]0, 1], soit P, la probabilité sur ({0,1}, P({0,1})) définie par P,({1}) = p.

Soit enfin P, = Q- Pp la probabilité produit correspondante sur (€2, 5). Montrer
que (If”%)7r = m, la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

en utilisant la loi forte des grands nombres, une fois, cependant, son utilisation
justifiée, montrer que p # q = I@’p il If”q. Montrer qu’il en est de méme de (Igfi’p)7r

et de (Py)r. Ces mesures sont-elles discretes 7 Absolument continues ?
Indication : considérer Xy ((€,)n>1) = €.
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SUITES STATIONNAIRES ET THEOREME ERGODIQUE

6.1. Intégrabilité uniforme (ou équi-intégrabilité).
Soit (£2, B,IP) un espace de probabilité, et f € L}(P). Alors par convergence dominée,

lim |f|dP = 0.

e J{IfIzn}

Une suite (f) dans £}(P) est dite uniformément intégrable si

lim Sup/ |fx|dP = 0.
{lfi|>n}

n—oo k

Remarquons que si (fx) est uniformément intégrable, alors
Sup/|fk|dIP < 0.
Kk

Si f,g € LY(P) et si h = max{|f],|g]), alors

[ ipeaesn| hdpgz(/ e+ W)_
|f4+g|>2n h>n | f]>n lg|>n

Et donc si (fx) et (gx) sont uniformément intégrables, il en est de méme de (fi + g).

REMARQUE. Si la suite (fy) est telle qu’il existe g intégrable avec |fi| < |g| (donc si
elle est dominée dans L1(P)), alors elle est équi-intégrable.

Le résultat suivant généralise le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

THEOREME 1. Supposons (fi) dans L*(P). Supposons que fr — f P-p.s.. Alors

a) : sila suite (fx) est uniformément intégrable, f est intégrable et E(fr) — E(f);

b) : si fr > 0, et f intégrable, et si E(fr) — E(f), la suite (fr) est uniformément
intégrable.

PREUVE. Si a), alors par le Lemme de Fatou, E(|f]) < supy, [|fx|dP < +o0, et donc
f € LY(P). Notons
fie = filig <o % = flig<a-

Alors f —k—oo f* P-p.s. si P(|f| = a) = 0 (remarquons que I'ensemble des « tels
que P(f = a) > 0 est au plus dénombrable, puisque Z[P’(f:a)>0 P(f = «a) < 1), et par
convergence dominée, E(f{*) —5 E(f“).
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D’autre part E(f, — f) = f|fk|2a frdP et E(f — f@) = flleoz fdP, donc

limsup‘/fkdIP’—/fdP‘ gsup/ fkdIP+/ |f|dP —, 0.
k ko Jfk|>e If|Za

Si b), alors comme E(f) — E(f) si P(f = a) = 0, il s’ensuit que E(|fx[1|5,>a) —
E(] f|1|£|>a), par positivité. Soit € > 0. Il existe ag tel que P(f = ag) = 0, et si a > ay,

E(f|1)f>a) <.

Alors il existe kg tel que si k > kg, et a > ag, et P(f = a) =0,

E(fkifp120) < E(filify2a0) <&

Ensuite lim, max{E(|fx|1|¢|>a), 1 <k < ko} = 0. La conclusion s’en suit. |

Voici une autre expression de I’équi-intégrabilité :

THEOREME 2. Une suite (fx) est équi-intégrable si et seulement si

{ (1) : supg E(|fk|) < oc;
(¢6) : limpa)—osupy E(|fk|la) = 0.

PREUVE.
< :soit e >0et d >0 tel que P(A) < § = sup, E(|fr|14) < e. Utilisons l'inégalité de
Markov :

supE(|fx]) — 0.

k n—oo

sgpﬁ”(\fkl >n) <

— 3|~

Donc pour n > ng, pour tout k, P(|fx| > n) < 4. Et alors pour un tel n, et pour tout k,

E(|ful1)p12n) <e.
= : soit A € B : alors

E(|fk|14) E(|fkl1angfiizny) T E(felLang s <ny)

< E(Ifxl1)5,>n) + nP(A).

Il s’ensuit que
S‘;pE(|fk|1A) < sup E([fk]1|£1>n) + nP(A).

I1 suffit alors de choisir n assez grand d’abord, pour que le second sup ne dépasse pas 5,

puis une fois fixé, de prendre § = =. [ |
’ 2n

Pour conclure voici un critere pratique d’équi-intégrabilité :
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EQUI-INTEGRABILITE ET ESPACES L'*¢. Soit ¢ > 0. Supposons que la suite (X,,)
soit dans L1 et que sup,, E(|X,|'T¢) < co. Alors la suite est équi-intégrable.

PREUVE. On remarque que f| a1 X,| < [|X,|T = E(|X,|**¢). Et donc

Xn|20‘

1
Sup/ | X < — supE(| X, ") —amio0 0.
‘Xn‘za Q@ n

n

6.2. Suites stationnaires de v.a. et systémes dynamiques.
Soit (2, B,P) un espace probabilisé et (X,,),>0 une suite de v.a. réelles. Nous dirons
qu’elle est stationnaire si pour chaque p > 1, et n > 0,

IP()(07"' 7XP71) = P(an” 7Xn+p*1)'

Une suite stationnaire (X,,) est dite intégrable si Xy € £}(P). Puisque Px, = Py, , il

s’ensuit que pour une telle suite,

n?

E(Xo) = E(Xn), n > 0.

Un systéme dynamique est un quadruplet (2, B,P,T) ou T : Q — ) est mesurable
et la condition suivante est satisfaite :

Pr =P.

On dit alors que P est T-invariante. Si f € £!(IP), alors le théoréme de transfert impose
que
foT c LY(P) et E(f o T) = E(f).

Une conséquence simple de la T-invariance de P est alors aussi que (f o T™),>0 est une
suite stationnaire intégrable.

EXEMPLE. Posons (2, B,P) = ([0, 1], B([0,1]),m) et notons Tw = 2w mod 1. On
obtient un systéme dynamique (Q,B,P,T) (vérifier que mr = m), et si f € LY(m),
(foT™),>0 est une suite stationnaire.

RECIPROQUE. Etant donnée (Q,B,P) et (X,))n>0 une suite stationnaire, il existe un
systeme dynamique (0, B,P,T) et une fonction mesurable X : Q@ — R tels que

IP)(5(0,...,5(,]) =Px,... XoTn), n = 0.

PREUVE. Considérons la suite d’espaces probabilisés (R™, B(R™), Pz, Xn_l))' No-

tons encore 1, : R*™1 — R" et 1, : RY — R” les projections canoniques. Alors les
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conditions du théoreme d’extension de Kolmogorov sont satisfaites, et donc il existe une
unique probabilité P sur (€2, B) = (RN, T) telle que

IP)W?L = IP)(XQ,...,Xn_l)7 n 2 L.
Soit T : RN — RN définie par
T(wo,wl, .. ) = (wl,(.Uz, .. .),

qu’on appelle le shift ou décalage a gauche
Si P est un pavé de R", alors T~} (m; 1 P) = 7,11 (R x P), et donc

P(TY(r,'P)) = P(m, 1 (R x P))
= Py x,)RXxP) Pror = Prz,, . %))
Pz, X")(P) (car Xg € R)
= P, x. 1)(P) (stationnarité)
P(”EI(P»- (Pr, =Py, %ui))

Puisque les ;1 (P), P pavé de R™, n > 1, engendrent 7, il s’ensuit que Py = P.
Notons X,, : RY — R, n > 0, les v.a. définies par

Xo(wo,w1,...) =wp, et X, =XgoT" n>0.
C’est une suite stationnaire. Il nous reste a vérifier que
IP)(XO, Xn_1) — IP)(X(),...,Xn_l)
pour chaque n > 1. Soit P =[], ' A; un pavé de R™. Alors

P(Xo,....xn 1) (P) = P(Ng {wi € Ai}) =P(n. ' (P)) =Pig, . %, ,)(P):

On appelle souvent 'espace (RY, 7, P) construit ci-dessus a partir de la suite station-
naire (X,,) Pespace des trajectoires du processus (X,,).

Par la suite, nous ne considérerons donc plus qu’un systeme dynamique (2, B, P, T)
et une fonction mesurable f : Q) — R, ce qui est plus commode.

6.3. Ergodicité.
Le systéme dynamique (2, B,P,T) est dit ergodique si pour tout A € B,

A=T1'A=PA)=00uP(A)=1,

autrement dit les ensembles mesurables invariants (4 = T—!A) sont de mesure nulle ou
pleine.
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LEMME - FONCTIONS INVARIANTES ET ERGODICITE. Supposons (2, B,IP,T) ergodique,
et soit X : Q — R une variable aléatoire T-invariante, i.e. P-p.s., X = X oT. Alors X
est P-p.s. constante.

PREUVE. Puisque X = X o T, si a € R, il s’ensuit que 'ensemble {X < a} est
invariant. Par ergodicité, nous obtenons donc que quel que soit a € R, Fx(a) = P(X <
a) =0 ou 1.

Comme F'x ne prend que les valeurs 0 et 1, de par ses propriétés caractéristiques, il
existe un unique ag tel que

a<ag=Fx(a)=0cet Fx(ap) =1.

On en conclut que X = a¢ P-p.s.. |

6.4. Théoréme ergodique (maximal).

L’histoire de ce théoreme remonte au début du XX'®™ siecle. Il est di & Birkhoff,
qui a montré la convergence presque sire a peu pres au moment ou Von Neumann le
démontrait pour la convergence dans £2.

La preuve originale de Birkhoff a été améliorée, et dans les années 1980 de nouvelles
preuves, utilisant des techniques de I’analyse dite “non standard” sont apparues, initiées
par le travail de Kamae.

La preuve que nous en présentons est diie a Petersen (1999), issue d’améliorations
successives apportées a I’approche de Kamae par Ornstein, Katznelson, Weiss, Keane.

Le théoreme ergodique s’accompagne toujours d’une inégalité maximale, préliminaire.

THEOREME ERGODIQUE MAXIMAL. Soit (2, B,P,T) un systeme dynamique, et f €
L1(P). Soit A € LY (P) T-invariante. Notons

1 ;
_ J * * *
Aif = k j§<kaT’ N 191 Axf, 7 = suz]_:; fn = ls{lgi Af.

Alors
/ (f — \)dP > 0.
{f*>X}

PREUVE. Notons E = {f* > A}, et Ex = {fi > A}. Remarquons que puisque
A=AoT,
A =), et donc Apf — A = Ax(f — \).

Supposons d’abord f € L°(P) : soit m > N, et notons

Sm = Y [(f = M1gy] o TV

Jj<m
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Soit w € € et considérons la suite dans {0,1}™ :
Sm(w) = (1py (W), 1py (Tw), ..., 1g, (T™ tw)).

Nous pouvons a priori découper cette suite en troncons successifs de “0” et de “1”. Nous
la lisons de droite a gauche, comme d’habitude.

Si 8, (w) ne comporte pas de “17, alors X, (w) = 0.

Sinon, soit j le premier indice tel que 79w € Ep. Par définition de Ey, il existe
1 < k(T'w) < N tel que 3=, (i) (f = A)(T*T7w) > 0.

Trois cas peuvent alors se présenter.
Le premier correspond au fait que

(sm<w)j7 . e 7Sm<w)j+k(Tjw)_1) - (1, ey 1)

Alors de la positivité de D=, 1 7. (f — M) (T*T7w) nous concluons que
Em(w) > 2m—j—k:(Tjw)(Cljj_'_k(TjW)("‘))'
Le second est celui ott j + k(T’w) < m mais

(Sm(W)j, Ce 7sm(w)j—|—k(T~iw)—l) = (1, .. ,1,0,?,. .. ,?),

olt “?” désigne Oou 1. Si0 < ¢ < k(TYw) est tel que s,,(w),++ = 0, alors (f—\)(T7Tw) <
0, et donc

Yo (=N (TMTPw) = Y (f = N(TFTYw) > 0,

k<k(TIw) k<k(Tiw)

dont il découle que _
Em(w) > Em—j—k(Tﬂ'w)(Tj—i_k(TJUJ)W)'

Le troisieme cas est celui ou1 j + k(T9w) > m : alors on s’arréte. Et puisque |f — \| <
|floc + [Al, et k(T9w) < N,

Em(w) = =N(|floo + [A])-

. . . ; j

Sinon on continue, dans les deux premiers cas, en repartant de 3, _;_p(7i4) (TI+R(T7w) ),
et ainsi de suite, jusqu’a ce que I'on rencontre le troisieme cas, ce qui est obligatoire. Au
bout du compte, par une suite finie de minorations, on obtient

¥m = —N((fec +[A])-
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Par T-invariance, on a E(X,,) = meN (f — A)dP, et donc en divisant par m et en
intégrant aussi le terme de droite ci-dessus, on obtient

/ (F = NP = X (1 floe + 1A) — O
En m m—o00

Et donc
/ (f—X\)dP > 0.
En

Ensuite, puisque Uy T Exy = FE, en dominant par |f|+|\| € £!(P), et en appliquant le
théoréme de convergence dominée a la suite ((f —\)1g, ), on obtient I'inégalité maximale
pour f € L2(P).

Seconde étape : passage a f € L1(P) : on va tronquer f en posant ¢, = J151<s pour
s> 1. On a ¢5 — f simplement et par convergence dominée on a E(¢s) — E(f). Notons

N = lg}{aSXNAk(@), et B = {fy” > A}

Puisque {¢s # f} | 0, il s’ensuit que

s w5 LNP) Ly
P(ENAEY) — 0), et fy I I

et donc & nouveau par convergence dominée, et le résultat établi dans le cas £L>°(P), on
obtient

og/ (ps — N)dP — [ (f — \)dP.
{fN°>2) En

Il suffit pour conclure de faire N — oo en utilisant encore une fois la convergence
dominée. [

6.5. Le théoreme ergodique.

THEOREME ERGODIQUE. Soit (Q, B,P,T) un systéme dynamique et f € L1(P). Alors

Ayf CVPS vers une v.a. intégrable de méme espérance que f.

PREUVE. Notons
A = A(f) = limsup Ayf, et A = A(f) = lin%{iankf.
k
Montrons que A et A sont T-invariantes : soit w € Q et soit ny(w) — oo telle que
A(w) = limy, 4, () f(w). Remarquons que

mEL o fw) - T,

A, f(Tw) =
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et donc que limy A, () f(Tw) — A(w). Puisque la limsup est la plus grande valeur
d’adhérence, il s’ensuit que A(Tw) > A(w). Réciproquement, on utilise le méme argu-
ment, et le fait que

n f(w)

Apy1f(w) = ] (An f(Tw) + ntl

).

Pour montrer que A = Ao T, on procede de méme. B
Supposons tout d’abord que f >0 : soit n > 1 et posons A\, = min{n, A} — % Alors A\,
est T-invariante, intégrable, et \,, < A(f). De plus,

limsup Ay f = lim | sup A, f <sup Ax(f) = f7,
k o g>n k>1

et donc {f* > A\, } = . Ainsi le théoréme ergodique maximal s’applique et montre que

E(f) >E(\) = [ AdP— -

N A<n n

Puisque £+ — 0, et que E(min{4, n}) T E(A), il s’ensuit que 4 € L*(P) et que

/AdIP < /deP.

Ensuite décomposons f = fT — f= : alors comme 0 < A(f)* < A(f*), 0 < A(f)” <
A(f7), le cas f > 0 précédent montre que A(f)T et A(f)~ sont intégrables. Donc
A € L1 (P). De plus A est T-invariante, et le méme argument que ci-dessus montre que
Q= {f*>A—¢}, quel que soit £ > 0. En prenant A, = A — ¢, qui est T-invariante et

intégrable, on a
/ fdP > / AcdP.

En outre [ A.dP T._o+ [ AdP, et donc

fecl(P);»/fsz/AdP.

Appliquons cela & —f pour obtenir, puisque A(—f) = —A(f),

—/AdIP’g—/deP’.

De ces deux inégalités il résulte que

[as<[r<]a
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et donc A — A >0, est intégrable, et [(A — A) <0. Donc A = A P-p.s.. Et donc (A f)
converge presque surement vers une v.a. A intégrable.

Il reste a montrer que E(A) = E(f). Remarquons que E(Ayf) = E(f), par T-
invariance de P. Nous allons montrer que la suite (Agf) est uniformément intégrable, ce

qui montrera que E(A) = E(f).
Soit A € R et posons Ey = {f* > A}. Alors Par le théoreme ergodique maximal, on a

AP(Ey) < E(|f])-
En appliquant ceci a —f, et en posant G = {supy, |Arf| > A}, il vient
AP(Gx) < 2E(|f]).

Donc pour A et a > O,

f|Akf|>/\ | ArfldP - < %Zj<kz ka |f] o T7dP
< 15, (fiorssa Flo TIAP + aB(G))
= f|f|>a |f|dP + aP(G))
< Jypoar24E(SD).
Choisir a = VX et faire A\ — co pour conclure. [

LE CAS ERGODIQUE. Si P est ergodique, et f est intégrable, alors

Apf = E(f) P—p.s..

PREUVE. Notons f=1limg Apf = A(f). Alors f est T-invariante, et par ergodicité, il
s’ensuit que f = Cte P-p.s.. Mais comme E(f) = E(f), la valeur de la constante ne peut
étre que E(f). |

6.6. Le théoreme ergodique entraine la loi forte i.i.d..
La loi forte d’Etemadi est valable pour une suite indépendante (X,,),>0 de v.a. iden-
tiquement distribuées intégrables.

PETIT LEMME. Une suite (Zy)n>0 converge P-p.s. vers 0 si et seulement si

Ve > 0, P(limsup{|Z,| > ¢}) = 0.

PREUVE. Notons A(e) = limsup, {|Z,| > €}.
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= : pour presque tout w € ), et tout € > 0, il existe n(w) tel que n > n(w) = |Z,(w)| <
g, et donc pour presque tout w, pour tout € > 0, w n’appartient qu’a un nombre au plus
fini des ensembles {|Z,| > €}. 1l s’ensuit que A(e)¢ contient I’ensemble {Z,, — 0}, et
donc a lui-méme une mesure 1.

< : posons B = ﬂpzlA(%)c. Alors P(B) = 1. Soit w € B, et € > 0. Alors soit p > 1
tel que % < e. Comme w € A(%)C, il s’ensuit qu’au-dela d’un certain rang, disons n(w),
|Zn(w)| < 5 < e. Donc B C {Z, — 0}. |

THEOREME ERGODIQUE = LoI FORTE L' 1.1.D.. Comme le titre Uindique !

_PREUVE. Plagons nous sur I'espace des trajectoires du processus supposé i.i.d. intégrable
(Xn)n>0, & lorigine défini sur 1’espace (€2, B,[P). La suite obtenue (X o T™),>¢ est i.i.d.
dans £!(P) car pour tout n > 1,

n

]P)(X, ,XoTn) = ]P’g% .
Et donc P = IP’?}N. La loi 0 — 1 de Kolmogorov affirme que
Too := Npo(X o T™ X o T .. .) est triviale,

c’est a dire qu’elle ne contient que des évenements certains ou impossibles.

Soit A € T T-invariant : alors pour chaque n, A =T""A € g(X oT™,...), et donc
A €T, et donc P(A) =0 ou 1. Donc T est ergodique.

Alors par le théoreme ergodique,

1 ~
N > XoTH - E(X)=E(Xo) P -ps..
k<N
Notons Sy = %Z,KNXOT’~C et §N = %Z,KNX'R.
Nous voulons montrer que P(Sy —E(X() — 0) = 1. Via notre petit Lemme, montrons

que pour tout € > 0, 3 B B
P(lim sup{[S, — E(Xo)| = €}) =0,

ce qui suffira. Notons A(g) = limsup,,{|S, — E(Xy)| > ¢}. Alors

A©)° = Un T (O | { max {15, ~ E(So)|} < <))

-~

g

C(n,p,e)

7

'

B(n,e)

Nous introduisons, de fagon parfaitement similaire, les ensembles A(e)¢, B(n,¢), et
C(n,p, ), correspondant a la suite (X o 1™),>o sur notre espace de trajectoires (en-
lever les “~” partout).
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Notons, pour n > 1,p > n,

Mpp - RP — R

(@i)icp = maxp<i<y |% Zj<t Tj— E(Xo)|

Alors my, ;, est borélienne, et par construction, si ¢ > 0,

P(é(n,p, 6)) = ]P)(Xo,... Xp_l)(mmp < 6) = P(X,,,,,XoTp—l)(mn’p < 6) = P(C(n,p, 6))

’

(les lois P(XO,... %, ) et P(x,... xorr—1) sont identiques). Et donc

P(A(e)°) = lim, 1 (lim, | P(C(n,p,¢)))
lim,, T (lim,, | P(C(n,p,¢)))

lim, T B(e, n)
= P(A(e)) =111

Exercice : on note (¢;(z));>1 la suite des chiffres de {0,1,...,9} du nombre = € [0, 1]
qui s’écrit en base 10 : x =0, ¢1(x)ea(z) . . ..
Est-ce que, si Tx = 10z mod 1,

1
lij{fn N#{l <i < N:g(x)er1(x)eiro(x)ers(x) = 1789} converge P — p.s. 7

Est-ce que la loi des grands nombres permet d’obtenir ce résultat ?

On dit qu’un nombre x est normal en base 10 si quelle que soit la suite finie W =
WoWi.. Wy_1 € {O, . ,g}w,

1

.1 .
hj\r]n N#{l <I<N:ig(x).. . €4p_1(x) =W} = Tow"

Montrer que m presque tout z de [0, 1] est normal en base 10.

S’ils le sont presque tous, le probleme parfois peut-étre d’en trouver un précisément
et qui le soit. Montrer que le nombre suivant (di & Champernown) lest :

290=0,01234567891011121314151617181920....

Exercice : reprenons l'espace des lancés d’une piece d’équilibrage 0 < p < 1, a savoir
(2, B,P) = ({0,1}N,7,P), et PP := PEN. Soit A I'évenement défini par

A : “les quatre premiers lancés donnent 0001”.
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Montrer que P-p.s., si w = (w;)i>0 € {0, 1}V, la fréquence d’apparitions de 1’événement
A dans w est égale a p(1 — p)3.

Exercice : on partitionne 'intervalle [0, 1] en n intervalles disjoints, de longueurs py, ..., py,.
On appelle entropie de la partition le nombre h défini par

h==> pilogp;.
=1

Soit (X;)i>1 une suite i.i.d. de loi commune la loi uniforme sur [0, 1], et soit Z,,(7) le

nombre des v.a.r. Xi,...,X,, qui sont dans le ™ intervalle de la partition. Montrer
que
n .
Ry = [[ 7™
i=1

satisfait & m~!log R,, — —h P-p.s..

Exercice : mettons que les catastrophes se produisent aux temps 711,...,T,,..., ou
T, = X1+ ...+ X, et la suite (X;);>1 est une suite i.i.d. de var positives.

Soit N (t) = max{n : T,, < t}, le nombre de catastrophes déja produites au temps t.
Montrer que si E(X1) < 00, alors N(t) — oo et N(t)/t — 1/E(X;) P-p.s..
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CONVERGENCE FAIBLE

7.1. Convergence faible, convergence en probabilité.
Une suite de probabilités boréliennes (uy,,) sur (R, B(R)) converge faiblement vers

i, une autre probabilité borélienne sur (R, B(R)), si pour toute f bornée continue sur R,
onalE, (f) —E,(f). On note alors

U, = [

Pour A C R, on note 0A sa frontiere, i.e. ’ensemble des points adhérents a la fois a
Aetd A A = AN Ac.

THEOREME 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) ¢ pn = p;

(2) : pn(A) — p(A) pour tout A € B(R) tel que pu(0A) = 0;

(3) ¢ pn(] — 00, 2]) — p(] — 00, z]) pour tout x tel que p({x}) = 0;

(4) : (Skorohod) il existe un espace de probabilités (2, B,P) et des variables aléatoires
Y, Y1,Ys, ... sur cet espace, tels que Y, =Y P-p.s. et Py, = pu,, et Py = pu.

PREUVE.
(2) = (3) : évident.
( ) = (3) : soit € > 0 et soit f. linéaire par trois morceaux, f. : R — R, continue, telle

que f-(t) =1sit<ua, f(t)=0sit>az+e Alors Loz < fe S Y_gopqe <1, et
d’apres (1), il vient

lim sup 1o (] — 00, ]) < limsupE,,, (f2) = E,(f) < (] - 00,2 + &),

et donc
timsup un (] — 00,2]) < lim | (] — 00,7+ €]) = (] ~ 00, 4]).

Pour I'inégalité contraire, on considere f_. telle que 1j_ . < foe < 1j_ 4 pour
conclure a

lin%inf,un(] —00,z]) > lirrilinfEun(f_g) =E,(f-c) > p(] — o0,z —¢]).

Ensuite, p({z}) = 0 impose lim. g+ T p(] — o0,z —¢]) = p(] — 00, z]), et la conclusion
s’ensuit.

(3) = (4) : posons Fy,(z) = pn(] — 00, x]) et F(x) = p(] — oo, z]). Puis posons (Q, B,P) =
([0,1], B([0,1]),m) (mesure de Lebesgue). Notons ensuite

Yo(w) =inf{z: F,(z) > w} et Y(w) =inf{z : F(x) > w}.
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On a
= m({w € [0,1] :inf{z : F,(x) > w} <t})
= ([0, pn(] — 00, 1])) = Fu(2),

et de méme Fy (t) = F(t). Donc Py, = u, et Py = p.

Supposons que 0 < w < 1. Soit € > 0, et choisissons z tel que Y (w) — e <z < Y(w),
et tel que pu({x}) = 0. Alors F(x) < w; puisque F,(x) — F(z), il s’ensuit que pour n
assez grand, YV(w) —e < x < Y,(w), et donc liminf, ¥, (w) > Y(w). Si w < ' et si
e > 0, choisissons y tel que Y(w') < y < Y(w') + e et u({y}) = 0. Alors w < v’ <
F(Y(w") < F(y), et donc, pour n grand, w < F,(y), et donc Y, (w) <y < Y (') + &.
Donc limsup,, V,,(w) < Y (w') si w < w’. Et donc Y,,(w) — Y (w) si Y est continue en w.

Mais Y est croissante, et donc n’a qu’un nombre au plus dénombrable de discontinuités.
Et donc m({Y,, - Y}) = 1.
(4) = (1),(2) : si f est borélienne et notons Disc(f) = {x : f discontinue en x}. Alors
Disc(f) € B(R). Si f est telle que p({ discontinuités de f}) = 0, alors P-p.s., Y ¢
Disc(f). Et donc P(f(Y,,) — f(Y)) = 1. Ceci redonne (1) par convergence dominée
si Disc(f) = 0 (i.e. f continue) et si f est bornée, puisque Ep(f(Y,,)) = E,, (f) —
Ep(f(Y)) = Eu(f)-

Si u(0A) = 0, alors puisque Disc(ly) C 0A, (2) en découle de la méme fagon.

Doncon a (1) = (3) = (4) = (2),(1) et (2) = (3). |

Soient Y,Y7,Ys,... des v.a. définies sur un espace de probabilités (£, 5,P). Nous
dirons que (Y,,) converge en probabilités vers Y, si pour tout € > 0, P(|Y,, = Y| >
¢) — 0. Nous noterons

Y, =Y.

Nous dirons que Y,, converge en loi vers Y si Py, converge faiblement vers Py, et
nous noterons

Y, =Y.

c
Donc Y,, =Y & Py, = Py.
THEOREME 2. Avec les mémes notations,

Y, = Y P—ps)=(Y, = V)=, 5Y).

PREUVE. Soit € > 0. Par le petit Lemme du §6.6., P(limsup,{|Y,, — Y| > €}) = 0.
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Par le Lemme de Fatou,

0

P(liminf,{|Y,, = Y| > €})
E(hm iIlfn 1|yn_y|>5)

liminf, P(|Y,, = Y| > ¢)
limsup,, P(|Y,, = Y| > ¢)
E(limsup,, 1y, ~v|>c)
P(limsup, {|Y, — Y| > ¢}) = 0.

Donc la convergence presque stire entraine la convergence en probabilités.
Soit x tel que Py ({z}) = 0. Soit € > 0. On a

PY<z—¢)—P(Y,-Y|>e) <PY,<z)<PY <z+¢)+P(|Y,-Y]|>¢).

A INIA I

On en déduit que pour tout € > 0,

Fy(z —¢) <liminf Fy, () < limsup Fy, (z) < Fy(z +¢€).

n

Comme Py ({z}) = 0 & Fy continue en z, il s’ensuit, en faisant ¢ | 07, que lim,, Fy, (z) =
Fy (z). Donc la convergence en probabilités entraine la convergence faible. |

CONVERGENCE EN LOI ET LOI IMAGE. Supposons j, = i et soit h: R — R telle que
w(Disc(h)) = 0. Alors

(Hn)h = pon-

PREUVE. C’est une conséquence du (4) du Théoréeme 1 : soit Y,, — Y P-p.s., avec
tn = Py, et p = Py. Puisque u(Disc(h)) = 0, alors P-p.s., Y ¢ Disc(h). Et
donc P-p.s., h(Y,) — h(Y). Mais alors par le Théoreme 2, Pyy,) = Ppyy. Et
(tn)n = Py, )n = Py, et un = (Py)n = Preyy. u

, c
CONVERGENCE EN LOI ET ESPERANCE. Supposons que X,, — X. Alors

E(|X]) < liminf E(|Xx]).

PREUVE. Par le théoreme de Skorohod ((4) du théoréeme 1), il existe Y, Y7, Yo, ...
telles que Y,, = Y P-pss., et Py, =Px,_ et Px = Py. Alors ]P)|Yn| = ]P)|Xn|: ]P)|X| = P|y|,
et par le Lemme de Fatou,

E(|X|) = E(]Y]) < liminf E(]Yy,|) = liminf E(| X,,|).

Exercice : supposons que X, £ X et que Y, — X, £ 0. Montrer qu’alors Y, £ X.
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CONVERGENCE EN LOI ET EQUI-INTEGRABILITE. Supposons X, £ X et (X,) équi-
intégrable. Alors X est intégrable et E(X,,) — E(X).

PREUVE. Remplacons directement (X,,) par (Y,) et X par Y avec le théoreme de
Skorohod. Alors (Y,,) est équi-intégrable et converge presque strement vers Y. D’apres
le §6.1., il s’ensuit que Y est intégrable et que E(Y,,) — E(Y), ce qui s’écrit encore (iden-
tité des lois) E(X,) — E(X). |

7.2. Suites tendues et théoréme de sélection d’Helly.

THEOREME DE SELECTION D'HELLY. Quelle que soit la suite (F,,) de fonctions de
répartition, il existe une sous-suite (Fy,, ), une fonction croissante continue a droite F,
telles qu’en tout point de continuité de F, (F),,) converge ponctuellement vers F'.

PREUVE. Par extraction diagonale il existe une sous-suite (ny) telle que (F,, (1))
converge pour tout rationnel r, vers une limite que nous noterons G(r). Posons F(z) =
inf{G(r) : « < r}. Clairement F' est croissante et continue a droite.

Si F est continue en x, et € > 0, soit y < z tel que F'(z)—e < F(y). Soient alorsr,s € Q
telsquey <r <z <s,et G(s) < F(x)+e. Alorsona F(z)—e < G(r) < G(s) < F(z)+e,
et F,(r) < F,(x) < F,(s). Et donc

F(z)—e< limkinf F,, (z) <limsup F,, (z) < F(z) + ¢,
k

d’ou limy, F,,, (z) = F(x). |

Remarquons que la limite I’ obtenue ci-dessus satisfait 0 < F' < 1, mais que par contre
elle n’est pas forcément une fonction de répartition.

Une suite (uy,) de probabilités sur (R, B(R)) est dite tendue si quel que soit € > 0, il
existe un intervalle |a, b] tel que p,([a,b]) > 1 — ¢, quel que soit n.

THEOREME DE SELECTION POUR LES SUITES TENDUES. Une CNS pour que d’une
suite (pn) de probabilités sur (R, B(R)), et que de l'une quelconque de ses sous-suites
(#ny,), il soit possible d’extraire une seconde fois une sous-suite (tn, ), et qu’il existe

une mesure de probabilités p sur (R, B(R)) telle que pin, i w, est que la suite ()
j

soit tendue.

PREUVE. C’est surtout la CS qui nous sera utile.
CS : supposons (., ) tendue. Notons F), la fonction de répartition de y,,. Par le théoreme
de selction d’Helly, si (F},, ) est une extraite, il en existe une extraite, (F),, ), et une

Tk (5)
0 < F' < 1 croissante continue a droite, telles que F), — I aux points de continuité
de F.

k(4)
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Si (pn) est tendue, si e > 0, il existe a < b tels que F,(b) — F),(a) > 1 — € pour tout
n. Quitte & augmenter b et diminuer a, on peut supposer que a et b sont deux points de
continuité de F'. Et donc puisque 0 < F < 1 et que F croit, il faut que lim_,, F' =0 et
que lim, o, F' = 1. Donc F est une fonction de répartition, et il existe p une probabilité
sur (R, B(R)) dont F soit la fonction de répartition, d’apres le Lemme du §4.2.. Par le
(3) du Théoreme 1, §7.1., il s’ensuit que pn, ;, = {1
CN : supposons que (i) ne soit pas tendue, i.e. qu’il existe € > 0 tel que quel que soit
I'intervalle ]a, b], il existe n avec p,(]a,b]) <1 —e. Alors pour chaque k soit nj un entier
tel que g, (] =k, k]) < 1—¢. Supposons qu'une extraite (i, ) converge faiblement vers
une mesure de probabilité . Puisque p(R) = 1, il existe a < b tels que p(]a,b]) > 1 —e.
Quitte & augmenter b et diminuer a, on peut supposer que u({a}) = p({b}) = 0. Donc
Py, (Jas b]) =5 p(]a, b]). Mais il existe jo tel que si j > jo, alors Ja,b] C] — k(j), k(j)] et
donc

e <l b) = lmsup i, (1 ) < i sup i, () = KGG), KD < 1=

une contradiction. [ |

COROLLAIRE. Si (i) est tendue, et si toute sous-suite de (p,,) convergeant faiblement
converge toujours vers la méme limite p, alors p, = L.

PREUVE. (p,) a des sous-suites qui convergent faiblement, puisqu’elle est tendue,
d’apres le théoreme précédent.

Supposons que j, 7 . Alors il existe x tel que p({x}) = 0 et € > 0 et une extraite
(nk) tels que quel que soit k, |uy, (] — 00, x]) — u(] — 00, z|| > €. Et par le théoréeme qui
précede, il existe une seconde extraite (unk(j)) qui converge faiblement. Mais par hy-
pothese cela doit étre vers p. Et c’est clairement impossible, d’ott une contradiction. W

7.3. Moments et dérivées des fonctions caractéristiques.
Rappelons que la fonction caractéristique de p une probabilité sur (R, B(R)) ou d’une
v.a. X est

0x(6) = 0o () = E() = [ edPy(a)
Une fonction caractéristique est uniformément continue : en effet,
o (t 4+ h) = ox (8)] <E(|e"X (e = 1)|) = E(|e” = 1]) =100,

par convergence dominée, puisque 0 = limy, ¢ [e"* — 1| < 2.
Poursuivons par quelques développements de Taylor : par intégration par parties,

T ) $n+1 7 € .
/0 (x —s)"eds = e T /O (z —s)"* e’ ds, (a)
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dont il découle par induction que

X (zx)k in+1 ’ n _is
e :Z o + O(:z:—s)eds. (b)

n!

En remplacant n par n — 1 dans (a), et en déduisant la valeur de l'intégrale de droite
dans (a), puis en injectant dans (b), il vient
‘N

ix)k i v ,
e = Z (k') + (= 1>!/0 (x — )" (e — 1)ds. (c)

k<n

En estimant les intégrales dans (b) et (c) et en séparant les cas x > 0 et = < 0, il vient

i (iz)" M 20"
_ < .
€ =D | < min (n+ 1) nl (d)

k<n

Remplagons z par une v.a. X dans (d). Il s’ensuit que si E(|X|™) < oo (on dit alors
que X a un moment d’ordre n),

()~ 3 e < 8 faun { AT AT, ©

= (n+1)!" n!

Et donc si t est tel que lim,, Mmﬁﬂ =0, alors

ox() =Y Whg(xh) (0

k>0

Si la série (f) converge sur un voisinnage de 0, alors ¢x permet de retrouver
les moments de X :

K (0) = PE(XY).

Par contre X n’a pas forcément de moments de tous ordres (ex : densité Cte x
ﬁl[ogroo[)- Toutefois, si E(|X|¥) < oo, alors qbg’;) est uniformément continue,
et

0% (t) = E((iX)ke"X).
PREUVE. Observons que
¢x(t+h) —ox(t) ux € —1—ihX
h h

D’aprés (d) pour n = 1, on a |e"* — (1 +iz)| < min{12?,2|z[}, et donc par convergence
dominée (par 2|X|), on en déduit ¢’y (t) = E(iXe!X), dont 'uniforme continuité se
démontre sur le modele de la preuve de celle de ¢x.

Si le moment d’ordre k existe, de proche en proche, on obtient les formules recherchées
jusqu’a l'ordre k. [

—E(iXe"™ ) =E |e

itx

L’estimée suivante sera essentielle dans la preuve du théoreme limite centrale.
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PrOPOSITION. Si E(|X|™) < oo, alors

(it)* ek By e e s
Px(t) = Z TE(X )+ o(t"™) si t voisin de 0,

et en particulier sin = 2,

ox(t) = 1+ HE(X) — SEX?) + o7, )

: _ itX (i) X*
PREUVE. Par (d), si nous posons A, (t,X) = e"** =%, . ~5—, on a pour 0 <
it <1,

{I%A(t,X)I < ZlX|"eLh

0 < liminf, o [k A(t, X)| < limsup,_q |+ A, X)| < limy_o [ X[+ (nﬂ), =0P—p.s..

Ensuite, [E(;EA(t, X ))| < IE( n| ( X)|), et donc par convergence dominée et écrabouillage,
il s’en suit que limg = E(A(¢, X)) = 0, et donc E(A(¢, X)) = o(t") pour t voisin de 0. W

7.4. Indépendance et Lemme de Riemann-Lebesgue.

FoNCTION CARACTERISTIQUE DE LA SOMME DE DEUX V.A. INDEPENDANTES. 5%
X LY, alors

x+v () = ox(t)dy (t).
Notons aussi que gpaxyp(t) = e*Pox (at).

PREUVE. Puisque X LY, X L™ et donc ¢x 1y (t) = E(e*(XHY)) = E(e?X )
E(eitX)E(eitY).

LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE. Si u est une probabilité sur (R, B(R)) absolument
continue relativement a la mesure de Lebesque m (i.e. p a une densité), alors

lim ¢,(t) =0.

[t|—o0

PREUVE. D’apres le cours de Licence d’Intégration, les fonctions C* a support com-
pact sont denses dans L!(m). Soit donc (3,,) une suite de telles fonctions telles que si
f=du ] dm, |f —uls = [ |f — Guldm — 0. Notons que [ ¢ f(z) — thn ()€ |dz =
|f - 7vljnll
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Par intégration par parties, 1, étant & support compact (donc nulle en +00),

. 1 .
[vn@erzas =~ [wi@etde —y a0,

par convergence dominée, du fait que 1, est a support compact aussi.
Soit € > 0, et n tel que |f — ¥,|1 < e. Alors

limsup | [ f(z)edz| <|f —pnls +limsup| [ o (2)edz| <e,

[t|— o0 [t| — o0

et donc limyy o0 [ f(2)e" da = limjy 0 du(t) = 0. o

7.5. Théoréme d’inversion et unicité.

LEMME PRELIMINAIRE. On a

T . T s10>0:;

ot 2 ;

lim Smi ) gt — 0 5i 60 =0:
e Jo ~T 50 <0.

PREUVE. Posons sgn(6) = 1,0 ou —1 selon que 8 > 0,= 0, ou < 0. Alors si S(7,6) =

SO0 gpS(T,0) = sgn(8)S(T16), 1).

Puis on remarque que, par dérivation relativement a 7',

T
1
| e sinade = o (1 e T (usinT +con )

Ensuite, fOT (f0+oo le~u® sinx|du) dr = fOT @dm < T < +o00, et donc par Fubini,

S(r,1) = [ gy

= fOT sin x (fooo e_mdu) dx
= fooo [fOT e YT gin :L'da:] du
= food—“—foooﬁ—ZZ(usinT-i-cosT)du

0 14+wu?
—T—0o 45 (Par convergence dominée appropriée).
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THEOREME D’INVERSION ET D’UNICITE. Soit i une mesure de probabilités sur (R, B(R)).
Alors

1

1 . T —ita _ o—itb
wla, b)) + 5 (u({a}) +p({b})) = lim -~ /_T g %u(t)dt.

Il en découle que si v est une autre mesure de probabilités sur (R, B(R)) et si ¢, = ¢,,,
alors v = p. Donc la fonction caractéristique est bien caractéristique de la loi.

PREUVE. Si la formule d’inversion est vraie, et si ¢, = ¢, alors v(]a,b]) = p(]a, b])
pour tout intervalle ]a, b] tel que u({a}) = p({b}) = v({a}) = v({b}) = 0. Mais la classe
de ces intervalles constitue un m-systeme générateur de B(R), et donc p = v.

Notons I = 5= TT Mﬁf)u (t)dt. Par Fubini (il n’y a pas de probleme en t = 0)

(3

(m([-T,T]) < +00), on a

1 400 T _it(z—a) _ it(xz—b)
I [/ ¢ ¢ dt| du(x).

- % — 0o _-T it

En utilisant la formule de De Moivre pour les exponentielles complexes, et du fait que
le cos est pair, sa contribution dans l'intégrale disparait, et il vient, via le Lemme
préliminaire,

too sgn(z —a sgn(x —
IT:/ {%smx—am)—ysmx—bm} dp(z).

— o0
L’intégrande ci-dessus est bornée et converge lorsque T — oo vers la fonction

Osiz<a;
1 .
5 8w =aq;
Yap(x) =1 1sia<az<b
%six:b;
0sib<u.

Donc imy .o I = [ Yap(2)du(x) = 5(n({a}) + n({b})) + n(la, b]. u

COROLLAIRE. Supposons que ¢, € L'(m). Alors u a une densité continue.

PREUVE. On suppose f+oo |¢,.(t)|dt < oo. On a d’apres (d) pour n =0,

< |b_a‘7
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et donc par la formule d’inversion, si p({a}) = pu({b}) =0, u(la,b]) < (b;ra)kbuh, et donc
o est sans charge ponctuelle (diffuse). Soit F' la fonction de répartition de p. Alors
Flx+h)—F(x) 1 /+°° eTite — gmitlath)
h S on ith

¢, (t)dt,

ol 'intégrande est dominé par |¢,(t)| et converge vers "¢, (t) si h — 0. Et donc F est
dérivable et sa dérivée est

+oo
(%(X) =) f(x) = %/_ e ¢, (t)dt.

Clairement f est continue, et c’est la densité de F', par le théoréeme fondamental du calcul
intégral. [

Exercice : “une formule d’inversion de la transformée de Laplace”.
a) Soit 6, A > 0 et supposons que la loi de la variable X soit une loi de Poisson de

parametre A0, L£(X ) = P(A0). Montrer que X*A 20 £ 0 si A — co. En déduire que

. (\O)F 0sif>ux;
lim e = .
A— 00 1si60 <.
k<\x
b) Soit P une loi de probabilité sur (R, B(R™)), et notons L(t) := [;° e *"dP(z) sa

transformée de Laplace. Montrer que L : RT — R™T est mdeﬁmment dérivable, et que

GROANT
A—tinft Z T)\ L) = Fe(),
e
en tout point de continuité x de Fp.
7.6. Théoreme de continuité.

THEOREME DE CONTINUITE DE LEVY. Soient p, pi1, fto, ... des mesures de proba-
bilités sur (R, B(R)). Alors une CNS pour que pu, = p est que pour chaque t € R,

Ppu, () = Du(t).
PREUVE. Supposons que g, = p. Alors comme pour chaque t € R, z — e
est continue bornée, il s’ensuit, par définition de la convergence faible, que ¢, (t) =

Eun(eim) —n Eu(eim) = ¢u(t).
Réciproquement, par Fubini,

(L[ = g @)t = [ [ [,0 = et dun ()
2% (1 =52 dia@) (1)
2f|m|z%( |ux|>dun( )

pa(|z] > )

itx

AVARIVS
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(remarquons que la premiére intégrale est réelle).

Puisque ¢,, est continue et ¢,(0) = 1, pour € > 0 donné, il existe u tel que % ffu(l —
¢, (t))dt < e. Puisque ¢,, — ¢, simplement, par convergence dominée, il existe ng tel
quen >mng =1 [M (1—¢,, (t)dt < 2e.

Sia= %, et au besoin en augmentant a, il s’en suit que, méme pour les n < ng, on
aura

pn(|z] > a) < 2e,

et donc la suite (i) est tendue.

Soit alors ji,, une extraite convergeant faiblement vers v une mesure de probabilité
sur (R, B(R)). Alors par la CN que nous avons déja démontrée, ¢, = lim ¢, = @y, et
donc v = p. Donc toutes les extraites de (u,,) qui convergent faiblement, convergent vers
w. Et donc p,, = p. |

COROLLAIRE 1. Soit (uy,) une suite de probabilités sur (R, B(R)) et supposons que la
suite (¢, ) converge simplement vers une fonction g. Alors si g est continue en 0, il
existe une probabilité p sur (R, B(R)) telle que p,, = p et que ¢, = g.

PREUVE. Un calcul similaire a (h) et le raisonnement qui le suit dans la preuve
précédente permet de montrer que (u,) est tendue. La conclusion est la méme. [

COROLLAIRE 2. Supposons (i) tendue, et que la suite (¢,, ) converge simplement
vers g. Alors il existe p telle que p, = 1 et que g = ¢,,.

PREUVE. Si (u,) est tendue, elle a une extraite qui converge faiblement vers p. Mais
alors par convergence simple et le théoreme de continuité, ¢, = g.

Ensuite toutes les extraites qui convergent faiblement doivent par le méme argument
converger vers une mesure ayant ¢, comme fonction caractéristique. Et donc p est la
seule limite possible. Et donc w,, = pu. |

7.7. Le théoréme limite centrale.

TLC. Soit (X,,) une suite i.i.d. dans L*(P) ayant une moyenne c et une variance
02 > 0. Notons Sy = 22;1 X.. Alors

Y,

SN—NC L
- — =
2

ovn

ot Y a pour loi la loi normale centrée réduite N'(0,1), de densité #e z.

PREUVE. Notons Yy = Slg’f;\/gc Quitte & remplacer X} par (Xi — ¢) / o, on peut

supposer que ¢ = 0 et 0 = 1. Notons ¢x = ¢x, .
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Nous allons montrer que ¢y, — ¢y puis conclure en invoquant le théoreme de conti-
nuité. Calculons ¢y (t) d’abord. Grace a I'exponentielle, ¢y est dérivable, et

L[ e
V() = — iree T dr = ... = —tdy (1),
i =—[ ov (1)

en intégrant par parties. Donc log ¢y (t) = —% + Cte, et log ¢y (0) = log1 = 0. Donc
t2
py(t)=e" 7.

Ensuite par indépendance, on a ¢y, (t) = qbX(ﬁ)”. D’apres (e) pour n =2, on a

ora) = = (1= Fovo)) — ()

Sizy,...,%n,Y1,---,Yn sont des nombres complexes de module plus petit que 1, il est
facile de montrer que
n
< Z |2i — yil-
i=1

2
Ceci s’applique & Pexpression précédente de |py, (t) — e~ 7 | pour conclure que ¢y, (t) —
+2
e 2 — 0. u

n

sz‘ - Hyz‘
i=1

=1

Puisque la loi normale ne charge pas les points, il s’en suit que si x € R,

t2
Sn — Ne /x e 2

Pl ——— <x | — dt.
< oy/n _) oo V21

Citons sans preuve le

THEOREME DE BERRY-ESSEEN. Sous les hypothéses du TLC, si en plus E(|X;1]3) =
p < o0, alors si x € R,

Sn — Ne /x e_g
P|—— <x] — dt
< oyn T ) oo V21

EXERCICES
I: que X ait une loi a) P(\) ou b) I'(1, \) alors Yy = (X — E(X))var(X)~/? converge
en loi vers (0, 1).
Montrer que

3p
Vno3’

<
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IT : trouver une suite de fonctions caractéristiques qui converge partout ponctuellement
mais telle que la limite ne soit pas une fonction caractéristique (indication : lois uniformes
sur [—n, +n)).

IIT : montrer que si z > 0, et n — oo, alors

Y hn2i<ayi2 Cn — 2" 2, e~ 2du/\/2;
> kn<aym /R~ e [T eT R du /2.

IV : soit (X;);>1 une suite iid de var de Cauchy. Si S,, = X; + ... + X,,, trouver
P(S,, > na) (a > 0).

V : soit (X;);>1 une suite iid de var équidistribuées sur {—1,+1}. Montrer qu’on a la

convergence en loi
3 — L
‘/FZM’“ 5 N(0,1).
k=1

VI : Formule de Stirling.
Soit (X;);>1 une suite i.i.d. de loi commune la loi P(1). Notons S, = X5 + ...+ X,,.

P
- n+l _n
a) : montrer que E {(S%”) } =e "> (n—\/_r—f> n—l.c = W%
b) : montrer que (S"—\/%”> 5 N7, ou N~ désigne la partie négative d'une v.a. N de
loi N(0,1).

c) : montrer que E [(M)_} —, E(N7)

NG

1
d) : conclure que n!—+/2rn"t2e™".
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CHAPITRE 8
THEOREMES LIMITES DANS RF

8.1. Convergence faible et suites tendues.

Soient p et pn, n > 1, des mesures de probabilités sur (R¥, B(R¥)). Soient X et
X,, n> 1, des vecteurs aléatoires & valeurs dans R¥. Soient enfin F et F,,, n > 1, des
fonctions de répartition de lois de probabilités, ou de vecteurs aléatoires, sur R¥.

Nous dirons que F,, converge faiblement vers F', noté F,, = F, si F,,(z) — F(x)
en tout point de continuité x de F'.

Nous dirons que p,, converge faiblement vers u, et nous noterons u, = u, si
les fonctions de répartition associées convergent faiblement.

. . , L .
Nous dirons que X,, converge en loi vers X, noté X, = X, si Px, = Px.

Comme pour la droite, nous caractérisons la convergence faible :

CONDITIONS EQUIVALENTES POUR LA CONVERGENCE FAIBLE DANS RF. Avec les
mémes notations, [, = p si et seulement si l'une des conditions suivantes est satis-
faite :

(i) : lim,E,, (f) =EL(f) pour toute f: R¥ — R continue bornée;

i) : limsup,, u,(C) < u(C) pour tout C C RE fermé

(iii) : liminf, u,(G) > u(G) pour tout G C R¥ ouvert;

(iv) : limy, p,(A) = u(A) pour tout A € B(R¥) de frontiere p-négligeable.

<
>

PREUVE. Montrons d’abord que les quatre conditions exprimées sont équivalentes
entre elles.
(i) = (it) : supposons C' # () et posons dist(x,C) = inf{lz —y| : y € C}. On a
x — dist(x,C) continue. Posons, pour j > 0,

1 sit<O0;

. . 1.

b;(t) = 1— 7t 81O§t§7,
0 si%gt.

Puis notons f;(x) = ¢;(dist(z,C)) : f; est continue bornée par 1, et lim; . f;j(z) =
1c(z) car C est fermé. Par (i), on a limsup, u,(C) < lim, E, (f;) = E,(f;), et par
convergence dominée, lim ., E,, (f;) = u(C).

(i) < (i74) : poser C = RF\ G.

((i1) A (iii)) = (iv) : en combinant les deux, on a

[e] [e]

u(A) < liminf p, (A) < liminf p, (A) < limsup p, (A) < limsup p, (A) < p(A),
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et puisque p(0A) =0, on a u(jl) = pu(A).

(iv) = (1) : supposons f continue et |f| < K (f bornée). Etant donné ¢ > 0, choisissons
ap < a1 < ... < o tels que ap < —K < K < ag et que a;41 — o < €, et que
p({f = a;}) = 0 pour chaque i.

Notons alors A; = {a;—1 < f < «;}. Alors par continuité de f,

{aio1 < f < ai} Cf‘iz‘C A; C {1 < f <},
et donc 0A; C{f = a;—1} U{f = a;}. Et donc u(0A4;) = 0. D’autre part, que v désigne

fin, OU 1,
/de—ZOéV <eg, et Zalun i) ZO“”

d’apres (iv). Puisque € est arbitraire, on en déduit

(4)-
Ainsi nous avons montré (i) = (ii) < (iit) = (iv) = (i), et reste donc & montrer par
exemple que (iv) = (un = p) et que (p, = p) = (44i)

(iv) = (un = ) : soit # = (z1,...,75) € R¥ et soient F, et F les fonctions de
répartition respectives de i, et p. On a donc u,(Sy) = F(z) et u(S;) = F(x) si

La continuité de F' en x équivaut a la condition p(0S,) = 0, et donc (iv) = (F, = F).

(tn, = p) = (7i7) : comme seul un ensemble au plus dénombrable d’hyperplans paralleles
peuvent éventuellement ne pas étre u-négligeables, il existe un ensemble D dense dans R
tel que pour chaque i, et chaque t € D, u({x : z; =t}) = 0.

Soit A la classe des pavés A = Hle]ai,bi] avec a;,b; € D. Par construction, on a
pn(A) — p(A), puisque par hypothese, F,, — F' la ou F' est continue, et que tant pu,,(A)
que pu(A) s’expriment a l’aide des valeurs de F), et F' en des points de continuité de F.

Et doncsi B € A, la classe des unions finies disjointes d’éléments de A, ju, (B) — u(B).
Maintenant par densité de D, si G C R¥ est ouvert, il s’écrit comme union croissante
d’éléments de fl, disons G = U, T B, et alors

lim inf 1, (G) > liminf p,, (Up<qBp) = p(Up<qBp),

pour tout g, et donc p(G) = sup, u(Up<yBp) < liminf,, 11, (G). [ |
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TRANSFERT ET CONVERGENCE FAIBLE DANS R*. Soit h : R*¥ — RJ une application.
Alors I’ensemble Dy, de ses points de discontinuité est mesurable. Supposons h borélienne,
et d’autre part que j, = pu dans (R¥, B(R¥)). Alors si u(Dy,) =0, on a

(l‘n)h = Wh-

PREUVE. Montrons d’abord que D, € B(R*) : soit
Alg,0) ={z eR":Jy,zeR* : |z —y| <6 A |z —2] <35 A |h(y) — h(2)| > €}.
Alors que h soit mesurable ou pas, A(e, §) est ouvert et

Dh = U€€Q+ ﬁée@-‘r A(g, 5) - B(Rk)

Soit C' C R/ fermé. Alors h—1C C D, Uh™'C. Si p,, = p, par (i),

lim sup g, (h~1C) < limsup p, (h~1C) < u(h=1C) < w(Dy, UR™IC) = w(h™1C),

n

et donc encore par (ii), (fn), = ta- |

Notons que dans le cas de la droite, nous avions utilisé, pour montrer le résultat
correspondant, le théoreme de Skorohod : il reste valable pour R, mais sa preuve est
plus complexe. Citons le sans preuve :

SKOROHOD VERSION RF. Si X,,, n > 1 et X sont des vecteurs aléatoires a valeurs

dans R, et si X, £ X, alors il existe un espace probabilisé (2, B,P), une suite de

vecteurs aléatoires Yy, : @ — RF et un autre vecteur aléatoire Y : Q — R¥, tels que
Y, =Y P-p.s., et qu’en outre

]Pyn = ]an et Py = Px.

SUITES TENDUES DANS RF. Une suite de probabilités (u,)n>1 sur (R¥, B(RF)) est
tendue si quel que soit € > 0, il existe un rectangle A € B(R¥) tel que

inf p,(A) > 1 —e.

Une adaptation de la preuve correspondante sur la droite donne le résultat suivant :
Pseudo-pré-compacité des suites tendues : toute suite tendue a une extraite qui
converge faiblement.
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Caractérisation des suites tendues convergentes : si une suite tendue est telle que
toutes ses extraites qui convergent, convergent vers la méme limite, alors elle converge
faiblement, vers la limite commune.

PREUVE DE LA SECONDE AFFIRMATION. Pour I’essentiel on commence par reporter
le théoréeme de selection d’Helly. La différence est que les fonctions “croissantes’ ne sont
plus suffisantes, modulo le fait qu’elles aient les bonnes limites en 00, pour caractériser
les fonctions de répartition des vecteurs aléatoires. Il faut une condition supplémentaire,
qui est & vérifier - en plus, dite de positivité sur les rectangles : par exemple dans R?,
pour le rectangle A =|a, b]x]c, d], il faut

AAF = F(b,d) — F(b,¢) — F(a,d) + F(a,c) > 0.

Il n’y a pas de difficulté spécifique et nous préférons passer... [

8.2. Fonctions caractéristiques.
Soient t = (t1,...,tx) € R¥ et X = (X1,..., Xs) un vecteur aléatoire. Alors on pose

k
<t X >=> t;X;.

i=1
La fonction caractéristique de X (ou de sa loi Px) est définie par
¢X (t) — E(ei<t,X>) — / ei<t’m>dﬂ($> — ¢u(t) siPy = L.
Rk

Pour l'essentiel, les propriétés de ¢x sont identiques a celles du cas de la droite (k = 1).
Citons notamment 'uniforme continuité, et surtout la formule d’inversion :

FORMULE D’INVERSION DANS RF. Si A = Hle]ai,bi] est un rectangle borné, et si
pn(0A) =0, alors

—ity by

k; y
1 e tuGu e
! A = lim ok | | m t dt
( ) : (2”> /[_T’T]ku 1 itu ¢ (> ’

T—oo

ou dt = dtl . .dtk,
Et donc la fonction caractéristique caractérise bien la loi.

PREUVE. On pose By = [T, T]*, et comme dans le cas k = 1, en posant
k . .
1 e—ztuau _ e—ztubu
Ir=—— / . bu(t)dt,
T (2 [—T,T)F ul:ll 1ty ()
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on a par Fubini

In = fo Il [ S(Tle, - auf) - 2= §(Tla, — ba|)| du(a)
— ka Hﬁ:l wau’bu (CCU)

T—+o0

La conclusion s’en suit. Remarquons qu’ici nous pourrions affiner notre énoncer en re-
gardant de plus pres les valeurs éventuelles de p(0A).

Le fait que la fonction caractéristique caractérise la loi se montre comme pour la droite,
une fois la formule d’inversion établie. [

Pour t € R*, notons h; : R¥ — R définie par hy(z) =< t,z > .

COROLLAIRE : CARACTERISATION DE j SUR LES DEMI-PLANS. Une mesure de proba-
bilités i sur (R* B(R¥)) est entiérement déterminée par ses valeurs p({z :< t,z >< a}),
t € R, a € R (I'ensemble {x :< t,x >< a} est ce que 'on appelle un demi-plan dans

R ).
PREUVE. On a pu({z < t,z >< a}) = pp, (] — 00, a]). Par changement de variables
(transfert),

(bﬂht (8) = ¢H(St17 ce 7Stk:)7

et donc la donnée de p sur les demi-plans détermine ¢,,, qui a son tour détermine . W

THEOREME DE CONTINUITE DANS RF. Soient p,, n > 1 et p des probabilités sur
(R*, B(R¥)). Alors
fn = & G, — ¢, simplement.

PREUVE. Si p, = p, alors ¢, (t) = E,, (e"<H">) — E,(e"<t*>) = ¢,(t), dapres
le (i) de la caractérisation de la convergence faible, puisque z +— e*<’®> est continue
bornée.

Réciproquement, si la convergence simple a lieu, alors pour chaque t € R*, et chaque
seR,

D), (8) = Sy, (5),

et donc par le théoréme de continuité sur la droite, (un)n, = pn,-

ieme
u

. . A . .
Choisissons t = e, := (0,...,0, 1 ,0,...,0). La suite ((tn)n., Jn>1 converge faible-
ment, et donc est tendue. Soit € > 0. Il existe alors a, < b, tels que

igf(ﬂn)heu (Jaw, bu]) > 1 —

> ™
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Alors en posant A = Hﬁzl]au, by], on a A° C UE_ R*"1x]a,, b,]¢ x RF~“, et donc

sup,, tin(A9) < SF_ sup,, pn (UE_ R¥ ™ ] ay, by]¢ x RF4)
2 . )
- Zuzl Supn(“n)h (]au7bu] ) <k x =&

Cu

et donc la suite (i) est tendue.

Si une sous-suite (fy,);>1 converge faiblement vers v, alors par hypothese de con-
vergence simple des fonctions caractéristiques, et par le sens direct déja traité, on a
¢, = lim,, ¢, = ¢,,. Donc v = p. Et donc toute sous-suite convergente converge vers fi.
Donc py, = p. [

Au passage, pour pas beaucoup plus cher, citons le

THEOREME DE CRAMER-WOLD. Une suite de vecteurs aléatoires X, = (Xp1,... , Xn k)

dans R¥ converge en loi vers le vecteur X = (X1,...,X}) si et seulement si pour tout
t = (tl,... ,tk> ERk,

k k
S tXnw 5D tu X
u=1 u=1

PREUVE. Considérer les applications continues h; pour la nécessité. Pour la suffisance,
chaque convergence en loi sur la droite (¢ fixé) entraine la convergence simple des fonctions
caractéristiques (théoreme de continuité sur la droite), et donc pour chaque s € R,

E(eis(ZZzl tan,u)) _ E(eis(ZZzl tuXu))‘

Faire s = 1 pour en déduire la convergence simple des fonctions caractéristiques dans
R*. et conclure avec la version R* du théoreme de continuité. |

8.3. Distributions normales dans R¥.

Par le théoreme d’extension de Kolmogorov, il existe un espace de probabilités sur
lequel est défini un vecteur aléatoire X = (X7,..., Xj) tel que les X, soient indépendantes
et suivent chacune la loi normale centrée réduite, i.e. Px  a la densité

f@)= =%

relativement a la mesure de Lebesgue sur la droite.
Par indépendance, pour tout rectangle, Px (Ayx...xAy) = [[Px, (As) =1 [, f(zu)dr, =
fHA f(x1) ... f(xg)dzy ... .dxy, et donc X a la densité

fule) = (%) —F
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relativement & la mesure de Lebesgue my, sur R*, ot |z|3 = > 22. C’est la densité de
la loi normale centrée réduite sur R*. Sa fonction caractéristique est

Soit A = (ayy) une matrice carrée d’ordre k. Posons Y = AX, en notant X sous
la forme d'un vecteur colonne. Comme E(X,X3) = 1,—3, la matrice ¥ = (0y,) des
covariances de Y vérifie

Oyv = E(Yqu> — Zauaavon

et donc X = AA’, ou A’ désigne la transposée de A. Et donc ¥ est symétrique définie
positive : Y  0uTyT, = |A’z[3 > 0.

Notons ¢ un vecteur colonne de transposé t’ (ligne) : notons < t,z >= t'z. Alors la
fonction caractéristique de AX est

1412
|A"t|5 t'st

dpax(t) =K AX)) = B X)) =g (At) =e 7 = 7.

Nous définissons un vecteur centré Gaussien comme un vecteur dont la
fonction caractéristique est de la forme ci-dessus pour une matrice ¥ symétrique
définie positive.

Si X est telle, il existe une matrice orthogonale U et une matrice diagonale D telles
que

U'xU =D,

ou les éléments diagonaux de D sont les valeurs propres de Y, et donc sont positifs ou
nuls. Si Dy est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les racines carrées
de ceux de D, et si A = UDy, alors ¥ = AA’. Et donc pour toute matrice symétrique
définie positive Y, il existe un vecteur Gaussien centré Y = AX de matrice de
covariances Y et de fonction caractéristique e

Si ¥ est non-singuliere, il en est de méme de la matrice A construite ci-dessus. Puisque
X a une densité f(z), il en est alors de méme de Y = AX, d’apreés la formule du
Jacobien pour le changement de variables dans les intégrales multiples, et sa densité est
f(A7tz)|detA|~L. Puisque X = AA’, |detA| = VdetX. De plus, X7t = (A")71A1 et
donc |[A~ x5 = 2’/ 1z,

Donc si ¥ est non-singuliére, la loi normale associée a pour densité

1 _9;129;
2

fax(@) = (27r)§\/det26

Si ¥ est singuliére, A aussi, et Y = AX est portée par un hyper-plan de R”.
Donc elle est singuliere & la mesure de Lebesgue sur R¥.
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Un vecteur Gaussien centré est entierement déterminé par sa matrice de covariances 3,
puisque celle-ci détermine sa fonction caractéristique. Sises composantes sont indépendantes,
> est diagonale.

Réciproquement, si ¥ est diagonale, et le vecteur Gaussien, alors la matrice A associée
a X est diagonale, et ses éléments diagonaux sont les racines carrées de ceux de X.
Alors AX, dont la loi est celle du vecteur Gaussien de matrice de covariances X, a ses
composantes indépendantes.

Donc les composantes d’un vecteur Gaussien sont indépendantes si et seule-
ment si elles ne sont pas corrélées.

Soit M une matrice de dimensions j x k et soit Y un vecteur Gaussien de R* de
matrice de covariance Y. Alors la fonction caractéristique du vecteur aléatoire dans R’
MY, est

Gary (t) = e 2" (MEMIL,

Donc MY suit une loi Gaussienne centrée dans R’ de matrice de covariances
MXM'.

Enfin, il existe des vecteurs Gaussiens non -centrés : ce sont les translatés des centrés.
Et donc en général, un vecteur aléatoire, s’il est Gaussien, est entierement
déterminé par son vecteur d’espérance, et sa matrice de covariances.

8.4. Le TCL dans R*.

TCL pans Rf. Soit (Xn)n>1 = (Xn1s-- s Xnk))n>1 une suite i.i.d. de vecteurs
aléatoires dans R¥, tels que max, E(X2,) < +o0.

Notons ¢ = (c1,...,cx) = (E(Xn1),...,E(Xuk)) le vecteur d’espérances de la loi
commune, et soit X = (0yy) la matrice de covariances associée
(Ouy = E((Xnu) — cu) (B(Xpn0) — Cv)))'

Alors

X o+ X, -
1+ + nciX(C,Z),
NLD

ot X (c,X) désigne un vecteur Gaussien de R* d’espérances c et de covariances X.

PREUVE. Soit Y un vecteur Gaussien centré de covariances ¥. Soit t = (t1,... 1)
et notons Z,, = Zlgugk ty(Xny —cu), et Z = Zlgugk t.Y,.

Par Le Théoreme de Cramér-Wold, il suffit de montrer que Zl+7\/ﬁ+Z" £ Y, ce qui

découle directement des hypotheses et du TCL sur la droite. [
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CHAPITRE 9
GRANDES DEVIATIONS

9.1. Grandes déviations - énoncé.

Soit (X;)i>1 une suite de v.a.r. ii.d. intégrables. Supposons que E(X;) < 0. Alors
la loi forte nous dit que si Y,, = X1 + ... + X, %YN — E(X1) < 0 P-p.s., et donc
que P(Y,, > 0) — 0, puisque la convergence presque sire entraine la convergence en
probabilités.

THEOREME DE CHERNOFF (GRANDES DEVIATIONS). Sous les hypothéses précédentes,
supposons en plus que Xy soit simple, et que P(X; > 0) > 0.

Notons M : t — E(e!*1) la fonction génératrice des moments de Xi. Alors M est
convezxe, C*, et infy M (t) = M (1) = p pour un certain 0 < 7 avec 0 < p < 1.

Alors
lln(IP’(Y >0))=In -i—O(i)
n n= 0= vn'

Nous développons la preuve de ce résultat dans les deux sections suivantes.

9.2. Préliminaires.

Soit Y une v.a.r. simple, prenant un nombre fini de valeurs y;, avec les probabilités
pj =P(Y =1y;), telle que E(Y) <0 et P(Y > 0) > 0. Rappelons que E(Y) = >, p;y;.

Notons My (t) = E(e") = Y p;e'. La condition P(Y > 0) > 0 signifie exacte-
ment qu’il existe un jy, au moins tel que y;, > 0 et p;, > 0, puisque P(Y > 0) =
> PiLjo oo (Y5)-

Alors My @t — 3, p;et¥i est une Combinaison linéaire a coefficients positifs des
fonctions t +— e'¥ . Elle est clairement C*, e

My (0) =E(1) =
My (t) =32, pjy; etyﬂ = M, (0) =E(Y) < 0;
) =22 PjV; Fe'i > 0= My convexe et My (O) =E(Y?) >y pj, > 0;
M (1) = 3, pyyfets = E(YF) = M (0);
limy o My (t) > lim o0 pj €0 = +00 = limy o My (t) = +00.

Voici lallure de t — My (t) :
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Donc il existe 7 > 0 tel que My (7) = p=inf, My (t) et 0 < p < 1.

Sit>0,Y >0« ey >1,et doncsit>0,
P(Y >0) =P >1) = / min(1, e )dP < / e dP = My (t),
Q

et donc P(Y > 0) < M ():p.

Posons P(Y > 0) = pe™?, puisque p > 0 et P(Y > 0) > P(Y > 0) > 0. Alors
P(Y >0)<p=6>0.
Une variable auxilliaire : soit Z une v.a.r. simple prenant les mémes valeurs que Y
mais avec les distributions suivantes :

eTyJ eTyJ

On vérifie que }, P(Z = y;) = My (7) / p=1! On a en outre

«— tZ\ __ t i T j& — MY(t+T).
Mz(t) :=E(e )—/Zjeyey;—ip ;
E(Z) = M,(0) = M‘;(T) = 0 car My est extrémale en T;

2. 2 _ (T) Pi,2,7y; ~ Pio,2
= E(2%) = My(0) = MO = 7 my2eru > Pag2
Nous avons majoré P(Y > 0) = . Nous allons maintenant minorer, en utilisant
Z. Puis nous minorerons P(Z > ) que nous verrons intervenir plus loin.

Notons ¥’ la somme sur les indices j tels que y; > 0. Alors P(Y > 0) = ¥'p;, ce qui,
compte tenu de la définition de Z, peut s’écrire sous la forme

B(Y > 0) = p(Z'e "WB(Z = y;)) = pe .
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Notons p = P(Z > 0) (p > 0). Alors E’@ = 1, et par concavité du “In”, il s’en
suit que
—0 = In(Xe Y L(Z;yj)) +1Inp
> (E/P(Z:yj)(_Tyj)> +lnp
= Inp- % (YEP(Z =y;)).
Par Cauchy-Schwarz,

; 1
(2’%1@(2 - yj)) = “E(Z1z30) < \/ (Z2)/EQ) = 1,
et donc on obtient

020 < 5zsgy ~WP(Z20) (%)

Maintenant nous allons minorer P(Z > 0) ce qui donnera une majoration du terme
de droite dans (x). Pour cela, utilisons le

LEMME. Soit W une v.a.r. centrée dans L*. Notons I> = E(W?) et supposons £+ :=
E(W*) > 0. Alors

l4
P > —
PREUVE. Notons ¢ = P(W > 0). Ecrivons Wt = Wlysg et W~ = =Wl .

Alors W =W+ — W~ et 12 = E((WT)2) + E(W™)2). Par Cauchy-Schwarz,
E(WF)?) = E(W?1350) < VEW),/E(Ljy50) = vag™.
Ensuite avec I'inégalité de Holder d’exposants (5, 3), nous avons
E((W7)%) = E(W)F(W7)%) < EWT)SE(W )T <E(W™)3eh.
Ensuite E(W) = 0 donc E(W~) = E(WT), et Holder d’exposants (4, 4) permet d’écrire

3
E(W™) = E(Wls) < EWHIE(1],.0)? = &t
Et donc -
E((W™)?) <E(W™)3¢5 < /g€,
et donc

P =EW")?) +E(W7)?) <2,/

Du Lemme et de (%) il découle que (s =1 = E(Z?) et ¢4 = E(Z%))

_ 4red s
_ 0
P(Y>0)=peet0<6< a3 In (4—54) . (k)
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9.3. Fin de la preuve du Théoreéme de Chernoff.

Posons donc Y,, = X1 + ...+ X,, et M(t) = Mx, (t). Alors Y, est simple, E(Y,) =
nE(Xy) <0, et P(Y,, > 0) > P(N’_,{X; > 0}) =P(X; > 0)" > 0, par indépendance et
distribution identique. Par indépendance et distribution identique de la suite (X, ),>0
encore, il vient

My (t) == My, (t) = M(t)", n > 1.

Soient 7, > 0 et p, €]0, 1] les nombres tels qu’associés a Y en 9.2., mais ici a Y,, - qui
satisfait aux hypotheses qu’il faut. Alors comme M, (t) = M ()" > M(7)" = M, (1) =
p", il vient

Th =T et p, =p".

Notons ensuite S, la variable correspondant a la variable Z associée a Y, mais ici a

Y,,. Alors
M, (t + T, Mt+71)\"
= Yl ) _ (MY

par ce qui précede.

Puis notons Z; la variable telle que Z, mais associée ici a X; - qui satisfait aux
hypotheses requises. Par le théoreme d’extension de Kolmogorov, puisqu’aucun espace
n’est désigné a priori pour supporter la variable Z, nous pouvons supposer que la suite
(Z;);>1 est indépendante.

De fait elle sera identiquement distribuée puisque la suite (X;);>1 l'est, et que la loi
de Z; est entierement déterminée par celle de X;.

Notons donc V,, = Z1 + ...+ Z,, pour voir. Alors par indépendance et distribution
identique, et construction des Zj, il vient que V,, est simple et que

My, (6 = B4 ++20) = [T 0 0 = bz o = (D) < g o
=1

Quel est 'intérét 7 Calculer les moments de S,, pour appliquer (x%) a Y, :

E(Sn) = Mg, (0) = My,

n

(0) = E(
E(S7) = Mg, (0) = My, (0) =E(V;?

Donc si nous notons [2 = E(S2) et & = E(Sy), il vient I / (4¢}) — 1 /12> 0, et donc
il existe un a > 0 tel que pour chaque n > 1, l;‘; / (4{',%) > « > 0. Donc nous pouvons
encore majorer uniformément en n pour Y, dans (%) : en effet, P(Y,, > 0) = p"e~»
pour 6,, satisfaisant (xx) pour Y,,, et alors on a

To\/n

«

P(Y, >0) = p"e_en et 0<60, < —Ilna.
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En prenant la formule ci-dessus, en passant au “In”, et en divisant par n, il vient

1 0 1
“P(Y,>0)—lnp=-"=0(—).
n( 20)=Inp n O(\/ﬁ)

9.4. Application au pile ou face équilibré.
Supposons que la suite (X;);>1 soit i.i.d. de loi commune la loi telle que

1

SiY,=X;+...+X,,ona % — 0 P-p.s., et donc en probabilité. Soit 0 < (3 : alors
P(Y,, > nB) mesure la “déviation” de Y,, relativement & son espérance, qui est nulle.
Nous pouvons ici appliquer le théoreme de Chernoff pour avoir une idée de la taille de
cette déviation, asymptotiquement.
En effet, si > 1, {Y,, > nB} = 0, et la taille est claire : P(Y,, > n3) =0. Si § =1,
alors {Y,, = 1} = N, {X; = 1} et donc P(Y,, > n) = -, et la taille est bien connue.
Ensuite si 0 < § < 1, alors la suite (X; — [3);>1 satisfait aux hypotheses du théoreme
de Chernoft, et alors

1 1
—InP(Y,, > =1 o(—),
~In (Y, >nB)=Ilnp+ (ﬁ)
et il n’y a plus qu’a calculer p = min; Mx, _g(t). Ceci n’est pas compliqué : Mx,_g(t) =

—e;tﬁ (et +e7t) = e Bcht.
Pour avoir p, on trouve 7 > 0 tel que MY, _5(7) = 0 (alors p vaudra Mx, _g(7)) : soit

—Be~Peh(t) + e ¥sht = 0,

soit tht = (3, et donc 7 = Argthf = %ln (%)

Alors un calcul pas trop difficile montre que p = Mx, _g(7) = *—5y. Et donc

%mp(yn > ng) — _% <(1 +B8)Im(1l +8) + (1 — B)In(l — 5)).

Sujet de reflexion : qu’en est-il du théoreme de Chernoff si X; = X; — v, avec X,; qui
suit une loi de Poisson de parametre A > 0, et en supposant v > A 7 Est-ce que la preuve
du théoreme s’adapte 7
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ESPERANCES ET LOIS CONDITIONNELLES

Nous avons vu rapidement au Chapitre 3 les probabilités conditionnelles “naives”.
Nous verrons ici une version bien plus élaborée, qui I’étend, et qui est nécessaire au

traitement de la théorie des martingales. Tout ce qui suit repose sur le théoreme de
Radon-Nikodym.

10.1. Espérance conditionnelle.

THEOREME - DEFINITION. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable sur (2, B, P).
Soit C C B une o-algébre. Alors il existe une et une seule variable aléatoire réelle Y sur
(Q, B,P) possédant les deuz propriétés suivantes :

{ (i) : Y est C-mesurable et intégrable,
() : quel que soit C €C, [ YdP= [, XdP.

On appelle Y espérance conditionnelle de X sachant C, et on la note

E(X|C).

PREUVE. Supposons d’abord X > 0. Définissons alors une mesure v sur C en
posant v(C) = fC XdP. C’est une mesure finie positive, du fait de la positivité et
de I'intégrabilité de X.

De plus v est absolument continue relativement a P. Donc par le théoreme de Radon-
Nykodim, il existe une unique fonction C-mesurable f telle que

V(C):/CdeP’, Cec.

La fonction f satisfait donc aux conditions annoncées (i) — (i7). Donc voila pour
’existence.

De I"unicité, supposons que f et g satisfassent (i) — (i7). Alors f — g est C-mesurable
et quel que soit C' € C,

L= =o

11 suffit ensuite d’appliquer le Lemme Préliminaire 2 page 13, avec A = {0}, pour en
déduire que f — g = 0 P-p.s..

Pour conclure lorsque X n’est pas P-p.s. positive, on écrit X = max{0, X}, X~ =
min{0, X}, et on obtient facilement que

E(X|C) = E(XT|C) + E(X~|C).
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DEFINITION. Etant données deux variables aléatoires réelles X, Y sur (2, B,P), avec
X intégrable, on appelle espérance conditionnelle de X sachant'Y [’espérance condition-
nelle de X sachant la tribu engendrée par Y. On la note E(X|Y). Si nous notons cette
tribu B(Y'), il s’ensuit donc que

E(X|Y) = E(X|B(Y)).

Illustrons ces définitions par un exemple important :
La cas discret : on suppose ici que C = o((Bi)ier), ou (B;)ier est une collection finie
ou dénombrable d’ensembles mesurables, et qui partitionne €2. Alors si X est intégrable,
on vérifie (sans peine 7) que

XdP
MMQ:X#%ET”V

iel

PROPRIETES DES ESPERANCES CONDITIONNELLES. Supposons que P soit un w-systéme
générateur de C, et que §2 soit une union finie ou dénombrable d’éléments de P. Alors
une fonction f:Q — R C-mesurable est une version de E(X|C) si pour chaque P € P,

Lﬂmzﬁxm.

Supposons maintenant que X,Y,Y, sont intégrables. Alors

(i) : siX=aP-ps.,EX|C)=aP-p.s,;

(1) : E(aX 4+0bY|C) = aE(X|C) + bE(Y|C);
(15i) :  s1 X <Y P-p.s., alors E(X|C) < E(Y|C);
(i) :  [E(X[C)] <E(X]|C);

(v) : silim,Y, =Y P-p.s., et siVn, |Y,| < X,

alors lim, E(Y,,|C) = E(Y|C) P-p.s..

PREUVE. Pour (i—iv), il suffit de vérifier les conditions caractéristiques des espérances
conditionnelles relativement a C, sauf pour (7i7) ou un raisonnement par l’absurde fait
I’affaire.

Pour (v), poser Z,, = supys,, |Yx — Y|. Alors Z,, | 0 P-p.s.. Et |[E(Y,|C) —E(Y|C)| <
E(Z,|C). 1l suffit donc de montrer que E(Z,|C) | 0 P-p.s.. Par décroissance, il existe Z,
C-mesurable, intégrable, telle que Z = lim,, | E(Z,|C). En outre Z > 0. Il nous suffit
donc de montrer que E(Z) = 0. Or

E(Z) = /lim L E(Z,|C)dP < lim inf/E(Zn|C)dIP’ = liminf E(Z,) = 0,

par convergence dominée. [
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PROPOSITION. Si X est C-mesurable, et si1 Y et XY sont intégrables, alors

E(XY|C) = XE(Y[C).

PREUVE. Il suffit de considérer I'application C-mesurable XE(Y|C) et de vérifier
qu’elle vérifie les conditions caractéristiques (i) et (i) de 1’espérance conditionnelle.

Pour cela traiter d’abord de X = 14 avec C € C, puis de X simple C-mesurable, puis
de X > 0 etc ete... [ |

PROPOSITION. Supposons que deux sous-o-algebres de B satisfassent C; C Co. Alors
si X est intégrable,

E(E(X]|C2)|C1) = E(X|Cy).

PREUVE. E(X|C;) est Ci-mesurable donc Co-mesurable. Et pour chaque C € (Cq,
C € (Cy, donc

lﬁ@@ﬂzéXW=AWM®W=LWMM@MMP

10.2. Probabilités ou lois conditionnelles.
Avec les mémes notations, appelons probabilité de A sachant C la quantité notée
P(A|C) et définie par
P(A|C) = E(14]C), A € B.

PROBABILITES CONDITIONNELLES ET T-SYSTEMES GENERATEURS. Soit P un w-systéme
générateur de C, et supposons que €} soit une union finie ou dénombrable d’éléments de
P. Soit enfin A € B. Alors une fonction mesurable f : 2 — R est une version de P(A|C)
si elle est C-mesurable, intégrable, et si pour chaque P € P,

/ fdP =P(AN P).
P

PREUVE. Paragraphe précédent avec X = 14. |
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PROPRIETES DE BASE DES PROBABILITES CONDITIONNELLES. Presque stirement,
P@|C) =0, P(Q|C) =1, 0 <P(A|C) <1
et enfin si (Ap)n>1 est une collection disjointe d’ensembles mesurables,

P(UnA,|C) = ZIP’A|C

On a aussi les propriétés suivantes (P-p.s.):

P(B\ A|C) = P(B|C) — P(A[C) si A C B;
B(Un 1 An|C) = lim, T P(4,(C)
P(AAB) = 0 = P(A[C) = P(B|C).

PREUVE. Découle des propriétés correspondantes pour les espérances conditionnelles.
|

10.3. Le lien - plus fin - entre probabilités et espérances conditionnelles.
VERSION UNIFORME DE LA LOI CONDITIONNELLE. Il existe une application p : B(R) x
Q — [0, 1] telle que

(1) : pour chaque w € Q, u(-,w) est une probabilité sur (R, B(R));
(i) :  pour chaque H € B(R), u(H,-) est une version de P(X € H|C) =: Px(H|C).

On appelle p(-,w) la loi conditionnelle de X sachant C, ou sachant Y si dans le
contexte o(Y) = C. Nous la noterons parfois Px (-|C) ou Px (-]Y).

PREUVE. Pour chaque rationnel r, notons F'(r,w) une version de P(X < r|C)(w). Si
r < s, alors
F(r,w) < F(s,w)

sauf peut-étre pour w € A, ; avec A, ; € C et P(A, ) = 0. Aussi,
. 1
F(ryw)=lmF(r+ —,w),
n n

sauf peut-étre pour w € B, avec B, € C et P(B,.) = 0. Enfin, sauf peut-étre pour w € C
avec C € C et P(C) =0,

lim F(r,w) =0 et lim F(r,w) = 1.

— 00 00
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Alors si E = U, 5cq(CUB,UA,5),ona E€CetP(F)=0. Siw¢ E, on étend F(-,w)
a R en posant
F(z,w) =inf{F(r,w):x <r}.

Etsiw € E, on pose F(x,w) = Fy(x) ou Fy est une fonction de répartition, arbitrairement
choisie.

Alors pour tout w, F(-,w) est une fonction de répartition, d’une probabilité borélienne
(-, w). Et ainsi on a (7).

Pour (i), remarquons d’abord que la classe H des H € B(R) pour lesquels u(H,-) est

C-mesurable est un A-systeme contenant les ensembles | — oo, 7], 7 € Q. Et donc u(H, )
est C-mesurable pour H € o(H) = B(R).
Pour conclure, si H =] — oo, 7], r € Q, alors, pour C € C, nous avons

bo(H) = /C W(H, w)dP(w) = B((X € H) N C) = 1o(H),

et donc, ci-dessus, en fixant C, nous avons deux mesures positives finies qui coincident
sur tous les | — oo, r|, 7 € Q. Elles sont donc égales ()¢ = v¢), pour chaque C € C. Donc
pour tout H € B(R), u(H,-) est une version de Px (H|C). |

Exemple : supposons que P(x y ait une densité f relativement a my. Posons g(z,y) =

f(x,y) / fR ft y )dt si fR f(t,y)dt # 0, et posons alors u(H,y) fH g(z,y)dz (du(-,y) /
dm(z) = g(z,y)). Si [ f(t,y)dt = 0, choisissons pour u(-,y) une mesure de probabilité
borélienne arbltralre sur la droite. Alors u(H,Y (w)) est une version de la loi condition-
nelle de X sachant Y : en effet, pour F, F € B(R),

| nPY @) @) =P (F x B),
RxFE
et donc [y pu(F,Y (w))dP(w) = P((X,Y) € F x E). Et donc pu(F,Y) est une version
de P(X € F|Y).
Le lien entre ’espérance conditionnelle et la loi conditionnelle est le suivant :

L’ESPERANCE CONDITIONNELLE EST L'INTEGRALE SOUS LA LOI CONDITIONNELLE. 5%
¢ : R — R est borélienne, et si p(X) € L, alors

E($(X)|C) = / o(2)dPx (/).

PREUVE. Si ¢ = 14, alors E(¢(X)|C) = P(X € A|C) = [ 14(2)dPx(z|C), par con-
struction et définition de Px (A|C).

Par linéarité, 1’égalité a lieu pour ¢ simple. Si ¢ est positive intégrable, ¢a passe par
convergence monotone et convergence dominée dans les espérances conditionnelles.

Pour ¢ de signe arbitraire, on décompose en parties positives et négatives. |
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COROLLAIRE : INEGALITE DE JENSEN CONDITIONNELLE. Si ¢ est conveze, et si p(X)
et X sont intégrables, alors

H(E(X|C)) < E(6(X)[C) P — p.s..

PREUVE. Appliquer Jensen classique et le résultat précédent, c’est a dire Jensen a la
loi conditionnelle.

Exercice : montrer que si X LY, et X intégrable, alors E(X|Y) = E(X) P-p.s..
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MARTINGALES

11.1. Martingales, sous-martingales.

DEFINITION. Soit (X;)i>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace
de probabilités (0, B,P) et soit (F;)i>1 une suite de sous-o-algébres de B. La suite
(X0, Fn)n>1 est une martingale (resp. une sous-martingale) si

(2) o Fn C Futts

(i) : X, est F,-mesurable;

(i0i) + E(]Xn]) < oo;

(iv) : P-p.s., E(Xpq1|Fn) = X,
(resp. E(Xni1|Fn) > X0).

Remarquons que si la définition ci-dessus tient pour les F,,, elle tient forcément pour
les 0(Xy,...,X,), car en posant G, = o(Xy,...,X,),ona G, CF,, et donc

IE(AXn-i-1|(-;n> - E(E(Xn—l—ﬂ}—n”gn) = E(Xn|gn> = Xn.

Remarquons qu’il découle de la croissance des F,, que pour chaque k£ > 1, dans le cas

d’une martingale,
E( Xtk Fn) = Xn.

Exemple 1 : supposons que la suite (Y;);>1 soit i.i.d. intégrable centrée. Alors la
suite (X,,) = (Y1 + ...+ Y,) est une martingale relativement a la filtration (F,) =
(U(Xl, e ,Xn)).

Si 'on suppose Y; > 0 au lieu de E(Y;) = 0, on obtient une sous-martingale par le
meéme procédé.
Exemple 2 : soit (2, B,P) un espace probabilisé, et v une mesure signée sur (2, 5).
Supposons que (F,),>1 soit une suite croissante de sous-co-algebres de B, et que pour
chaque n, v| 7, <Pz, . Soit X,, = dv / dP (restreintes & F,,). Alors (X, Fp)n>1 est une
martingale.
Exemple 3 : soit Z intégrable sur (€2, B,P), et (F,,),>1 une suite croissante de sous-o-
algebres. Notons X,, = E(Z|F,,). Alors (X, F,,) est une martingale.
Exemple 4 : si (X,,,F,)n>1 est une martingale, alors (|X,|, F,)n>1 est une sous-
martingale.

THEOREME - FONCTIONS DE MARTINGALES. Si (X, Fp,)n>1 est une martingale (resp.
sous-martingale), si ¢ est convexe (resp. convexe croissante), et si ¢(X,) est intégrable,
alors (p(Xy,), Frn)n>1 est une sous-martingale.

PREUVE. Dans le cas sous-martingale, X,, < E(X,,1+1|F,), et ¢ étant non décroissante,
il s’ensuit que ¢(X,) < @(E(X,4+1]|Fn)), puis par application du lemme de Jensen con-
ditionnel, pour lequel les conditions sont réunies, on en déduit ¢(X,,) < E(P(X,41)|Fn).
Le reste de la preuve n’est qu’une vérification a partir des définitions. [
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11.2. Temps d’arréts.

Soit (€2, B,P) un espace de probabilités, et (F,),>1 une suite croissante de sous-o-
algebres de B. Une variable aléatoire 7 : 2 — N* (prenant des valeurs entieres positives)
est un temps d’arrét pour la filtration (F,,),>1 si pour chaque n > 1,

{r=n}eF, (& {r<n}eF,).
Nous définissons la sous-o-algebre F, par
Fr={AeB:An{r <k} e Fi 1 <k <oo}.

On peut dans la définition de F, remplacer {r < k} par {7 = k} sans que cela
n’occasionne de modification de F,. Remarquons que 7 est F,-mesurable.

Supposons que 71 et 7o soient deux temps d’arréts et que 71 < 7. Si A € F,,, alors
ANn{mn <k} € Fr,et donc AN{m <k} =An{n <k}nN{rn <k} € F: et donc
Fr, CFry.

THEOREME DES TEMPS D’ARRETS. Soit X1,...,X, une (sous-)martingale relative-
ment a la filtration finie F1 C ... C Fy,, et soient 71 et 7o deux temps d’arréts tels que
1< < <n.

Alors X, X., est une (sous-)martingale relativement a la filtration Fr,, F,.

En particulier E(X,,) < E(X,,).

PREUVE. On a |X,,| <> 7_,|Xk|, et donc X, est intégrable, i = 1,2. Remarquons
aussi que X, est F -intégrable.

Considérons le cas “sous-"martingale. On veut montrer que E(X.,|F;) > X, , ce qui
revient a montrer que quel que soit A € F,,,

/(XTQ - XT:L)dIP) Z 07
A

puisque les deux variables E(X,,|F;, ) et X,, sont F, -mesurables.
MaiSAGFTl :>Aﬂ{7'1 <]€§7’2}: (Aﬂ{Tl Sk—l})ﬂ{Tg Sk—l}CEFR_l. Si
nous posons Ay = X — Xi_1, il s’ensuit que

fA(sz - X;)dP = fAnZZ:l 1 ch<r, ArdP
Zk:l fAﬂ{T1<k‘§T2} ApdP = 0,

par propriété de sous-martingale. [
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11.3. Traversées ascendantes.

L’inégalité de base de la théorie pour la convergence presque siire est celle des “up-
crossings”, ou “traversées ascendantes” : soit [«, 5] un intervalle fermé, et soient
X1,...,X, des variables aléatoires. Définissons inductivement 71, 7,... comme suit;

- 71 est le plus petit 7, 1 < j < n, tel que X; < a, et vaut n s’il n’existe pas de tel j;

- T, est, pour k pair, le plus petit j tel que 7,1 < j <net X; > 3, et vaut n s’il n’y
a pas de tel j;

- Tk, pour k impair plus grand que 1, est le plus petit j tel que 7,1 < 7 < n et
X; < a, et vaut n s’il n’y a pas de tel j.

Le nombre U de traversées ascendantes (en abrégé t.a.) est le plus grand ¢
tel que X,,, , <a<pB<X,,.

THEOREME DES TRAVERSEES. Si X1,..., X, est une sous-martingale, et si U désigne
le nombre de t.a. de [a, (3], alors

E((Xn —a)") —E((X1 —a)")
f—a '

PREUVE. Posons Yy, = max{0, X, — a} et 0 =  — «. Alors Y7,...,Y,, est une sous-
martingale. Les 7 restent identiques si dans leur définition nous remplacons la condition
“X; < a” par “Y; = 07, et “X; > 87 par “Y; > 07, et donc U désigne aussi bien le
nombre de t.a. de la sous-martingale Y7,...,Y,, de l'intervalle [0,0]. Si k est pair et si
Tr—1 est un temps d’arrét, alors pour j < n,

{Tk :]} = Ug;ll{Tk_l :7;,Yi—|—1 <0,... ,Yj_l < Q,YJ > 9} ij,
et de plus {7, = n} = {7 < n—1}° € F,. Et donc dans ce cas 73 est aussi un temps
d’arrét.

Si k est impair, un raisonnement similaire montre que si 7,1 est un temps d’arrét,
alors 75 en est un aussi.

Et donc les 7, sont des temps d’arréts si 7; en est un. Mais ceci est clair d’apres la
définition.

La suite de temps d’arréts 1,...,7, est strictement croissante tant qu’elle n’a pas
atteint n, a la suite de quoi elle vaut constamment n. En particulier 7,, = n. Et donc

Y, = YT'/L > YTn - YTl = Z(Ym - YTk:—l) = Ep + %,
k=2
ou Y, est la somme sur les indices k pairs, et X;, sur les impairs. D’apres le Théoreme
des temps d’arréts, E(X;) > 0 et E(Y7) <E(Y7,), et donc
E(Y,) > E(Y,) —E(Y1) > E(Y,) —E(Y,,) > ee(X,).
SiYr,, , =0<0<Y,,,, alors la différence Y,,, — Y,,, , apparait dans X,, et vaut au
moins 0. Puisque ceci se produit U fois, on a 3, > 0U, et donc

E(Y,) — E(Y:) > 9E(U).

E(U) <
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11.4. Convergence presque siire.

Le théoreme de convergence des martingales, dii a Doob, revét différentes forme, dont
voici I'une :

CONVERGENCE DES MARTINGALES. Soit X1,...,X,,... une sous-martingale, et sup-
posons que K = sup, E(X;I) < co. Alors il existe une variable aléatoire intégrable X,
telle que E(X1) < K, et que

X, —= XP—-ps.

PREUVE. Fixons a < 3, et notons U,, le nombre de t.a. de X1,...,X,, de |[«a, (]. Par
le théoreme des traversées ascendantes, (U,,) est une suite de variables aléatoires prenant
des valeurs entieres, croissante, et telle que

<K-l—|oz|

E(U,) < n>1.

B—a’@ T

Par convergence monotone, il s’ensuit donc que la suite (U, ) converge vers sup,, U,, qui
est intégrable et donc P-p.s. finie.

Notons X, = liminf X,, et X* = limsup X,,. Si X, < a < 8 < X*, U, doit tendre
vers l'infini, ce qui n’est pas, presque stirement. Et donc pour tout a < (3,

PX, <a<pf<X")=0.

Mais d’autre part,
(X, #X*} = U {Xi<a<p< X'},

o,BEQ,
a<p

et donc P(X,. = X*) = 1. Notons X = lim,, X,, (= X, = X™).
Pour conclure, par le Lemme de Fatou,

E(XT) <liminfE(X;") < K < oo,

donc Xt € L. Par la propriété des sous-martingales,

E(X,) = E(X,)) - E(X,) < E(X,[) - E(X1),

n n

et par le lemme de Fatou,

E(X7) <liminfE(X, ) < K —E(X;) < +0o0.

Donc X € L. [ |

Un exemple important de martingale est celui de X,, = E(Z|F,,) avec Z fixée intégrable
et (F,) une filtration croissante (Exemple 3).
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LEMME. Si Z est intégrable et si la suite (F,,) est une suite arbitraire de sous-o-
algebres, alors la suite (E(Z|F,,)) est équi-intégrable.

PREUVE. Ona [E(Z|F,)| < E(|Z||F.,), et donc nous pouvons supposer Z > 0. Notons
Ay n ={E(Z|F,) > a}. Puisque A, ,, € F,, il vient

/ E(Z|]—“n)dIP’:/ ZdP.
Aa,n Aa,n

Il suffit donc, pour € > 0 donné, de trouver un o > 0 tel que cette derniere intégrale ne
dépasse pas €, indépendamment de n.

Mais A — [ 4 ZdP définit une mesure positive finie vz <P, et par caractérisation de
I’absolue continuité, il s’ensuit qu’il existe 6 > 0 tel que quel que soit A, P(A) < 0 =
Vz(A> <e.

11 nous suffit donc de trouver o > 0 tel que pour tout n, P(A,,,) < 6. Cela ira si «
est assez grand, car par 'inégalité de Markov, on a

PE(Z|F,) > a) < éE(E(Zm)) _ éE(Z).

Supposons maintenant que nous ayons une filtration, i.e. que F; C ... C F,, C ....
Notons Foo = 0(U,Fy). Nous notons F,, T F, ce qui signifie simplement que (F,)
croit pour l'inclusion, et que F, est engendrée par les F,,.

CONVERGENCE PRESQUE SURE DES ESPERANCES CONDITIONNELLES. Si Z € L1 et
st Fn T Foo, alors
E(Z|F,) — E(Z|Fs) P — p.s..

PREUVE. Pour appliquer le théoreme de convergence p.s., montrons d’abord que
sup,, E(JE(Z|F,)|) = K < co. Cela découle de ce que

sup E([E(Z|7n)[) < sup E(E(|Z]|7n)) = E(|Z]) = K < oo.

Soit donc X € L1 telle que E(Z|F,) — X P-p.s.. Alors X est limite d’une suite de
variables F..-mesurables, donc l’est elle-méme.
Par intégrabilité uniforme, quel que soit A € UpFy, on a

/XdIP’:lim/ E(Z|fn)dIP:lim/ ZdIP’:/ZdIP,
A n A n A A

et puisque U Fj est un m-systéme générateur de Fo, il s’en suit que X = E(Z|F,). A
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COROLLAIRE : LOI 0 — 1 DE LEVY. Si F, | Fao, €t si A € Fo, alors
E(lA‘fn) — lA P — p.Ss.
Exercice : montrer que la loi 0 — 1 de Kolmogorov découle de la loi 0 — 1 de Lévy.

LE CAS DES DERIVEES DE RADON-NIKODYM. Supposons que (2, B,P) soit un es-
pace probabilisé, que v soit une mesure positive finie sur (2, B), et que F,, T Foo C B.
Supposons que restreinte a chaque F,, v<P, et notons X,, = dv / dP la dérivée corre-
spondante. Alors il existe X € L telle que

X, —= XP-ps.,

et
- st VP sur Fo, alors X = dv / dP relativement a Fo;
-siv L P sur Fy, alors X = 0.

PREUVE. On a X,, > 0 et E(|X,,|) = E(X,) = v(Q?) = K < co. De plus, la suite
(X, F) constitue une martingale, et donc le théoréme de convergence p.s. s’applique.
Soit X la limite correspondante, F.,-mesurable.

Si v<P sur F,, notons Z = dv / dP relativement a F.,. Alors pour chaque n et

chaque A € F,,
/ ZdP =v(A) :/ X,,dP,
A A

et donc pour chaque n, X,, = E(Z|F,). Et donc par le théoréme précédent, X =
E(Z|F), mais puisque Z est déja Foo-mesurable, il vient

X =27

Supposons sinon que v 1 P sur F,. Il existe donc S € Fo, tel que v(S) = 0 et
P(S) = 1. Par le lemme de Fatou, [, XdP < liminf, [, X,dP = v(A) si A est dans
lalgebre U Fy.

Il s’ensuit par le théoréme des classes monotones (Chap. 1) que [, XdP < v(A) reste
vrai pour tout A € F., et donc en particulier si A = S. Et puisque X > 0, il s’ensuit
que E(X) < 0 entraine que X = 0 P-p.s.. [ |

11.5. Slutsky, intégrabilité uniforme et convergence dans L'.
D’abord commencons par un théoreme utile :

THEOREME DE SLUTSKY. Si V, LV et W, £ 0, alors V,, + W, Ly

St X, £ x et s1 Y, A a, alors X,)Y,, A aX.

PREUVE. Observons d’abord que W, L0= W, 0. En effet, puisque Fy n’a

qu'un point de discontinuité en 0, on a, si e > 0, P(|W,| > ¢) = Fy, (—¢) + P(Y,, >

e) < Fy,(—¢)+1— Fy,(5) — 0, et donc par écrabouillage, P(|Y,| > ¢) — 0.
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Soit v € R, et soient w’ < v < w” tels que P(V = w') = P(V = w"”) = 0. Si
w<v—e<v<v+te<w’, alors

P(V, <w') —=P(|W,| >¢) <P(V,, + W,, <v) <P(V,, <w") +P(|W,| > ¢),
ce qui, puisque V,, LV et W ER 0, donne a la limite

P(V <w') <liminf P(V,, + W,, <v) < limsupP(V,, + W,, <v) < P(V <w").
n n
Si alors P(V = v) = 0, Fy est continue en v, et on peut trouver des v’ < v < w”
arbitrairement proches de v, et aux propriétés requises. Donc V,, + W, Ly puisque les

fonctions caractéristiques convergent aux points de continuité de celle de V.

Pour la seconde partie de cet énoncé, notons que X, Y,, = X,,(Y,, —a) +aX,, et que si

L L . el 2
Y, = a, alors Y,, —a = 0 (exprimer que c’est une convegrence en probabilités), et enfin

que si X, £ X , alors a X, £ aX (distinguer ici le cas a = 0, et raisonner a 'aide des
fonctions de répartitions).

Par la premiére partie de notre énoncé, si nous montrons que X, (Y,, — a) £ 0, alors
la seconde partie s’en suivra. Notons donc d,, = Y,, — a, et nos hypotheses sont a présent
que 9, £ 0 et X, £ X. La conclusion recherchée est X000 £ 0. On calcul... soient
e>0et A>0tels que P(|X|=5)=0:

lim sup,, P(|0,X,| > €) limsup,, P(|6,] > A) + limsup,, P(|X,| > §)
1

<
< 0+ Fz(=5) +1 - Fz(5)
qui est arbitrairement petit (il suffit de choisir A grand). Donc par écrabouillage,

limsup P(|6,Z,| > ¢) =0,

soit 0, X, Lo O

Nous avons rencontré 1’équi-intégrabilité a l'occasion du chapitre 6. Le théoreme
suivant montre son lien étroit avec la convergence dans L' :

EQUI-INTEGRABILITE ET CONVERGENCE L1, Supposons que X, = X, X,,, X € L.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) : (Xn)n>1 est équi-intégrable;

(i1) : X,, — X dans L';

(111) : E(|X,]) — E(|X]).

PREUVE.
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(i) = (ii) : soit M > 0 et définissons

M sixz > M,
éy(z) =< xsi|z| < M;
—Msix<—M.

Par I'inégalité triangulaire, on a
[ Xy = X| < [ X0 — o (Xn) [ 4 |onr (Xn) — oaa (X)| + |dar (X) — X
Puisque [¢a(Y) = Y| = (Y| — M)" < |[Y|1}y |5, en passant aux espérances, il vient

E(1Xn — X[) <E(|oar(Xn) — onr (X)]) + E(1Xn[1x,150) + EOX |1 x)500)-

On a ¢ (Xy) £ onm(X), puisque ¢y est continue. Par continuité du module et en

application du Théoreme de Slutsky, il vient Y,, = |om(Xn) — om (X)) £ 0. Par
Skorohod, il existe des variables Z,, de lois respectives celles des variables Y,,, et telles
que Y, — 0 P-ps.. On a P(|Z,] > 2M) = P(|Y,| > 2M) < P(lom(Xn)| > M) +
P(|¢pa(X)| > M) =0, et donc |Y,,| < 2M P-p.s.. Donc par convergence dominée, il vient

Par uniforme intégrabilité, limys sup,, E(| X,[1|x,|>m) = 0.

A ce stade on pourrait méme conclure ici que X € L'. En effet, par uniforme
intégrabilité toujours, on a sup, E(|X,|) < 400, et le lemme de Fatou (dans le cas
dominé) entraine, via le Théoreme de Skorohod de nouveau, que E(|X|) < sup,, E(|X,,|) <
+00. Donc X € L', et donc limp; E(]X |1 x> ar) = 0. Mais ceci résulte plus simplement
directement de nos hypotheses.

(ii) = (iii) : découle de

E(|Xa]) — E(X )] < E(|Xa] - |X]I) < E(1X, — X[) — 0.

(iii) = (i) : soit ¥ps : RT — RT continue telle que ¥ (z) = x sur [0, M — 1], ¢ =0
sur [M, +o0l, et ¢ linéaire sur [M — 1, M]. Soit € > 0.

Par convergence dominée, si M est assez grand, E(|X|) — E(va (] X])) < §.

D’autre part ¥ar(|Xn|) = ¥ar(|X]), et donc par convergence dominée, via Skorohod

encore une fois, la domination s’obtenant de fagon semblable a son obtention dans le
passage (i) = (it), E(¢n (| Xn])) = E(a (1X])).
Donc avec (#ii), on a pour n > ng,

E(1Xn11x,>0) < E(Xa]) = E(War (| Xn]) < E(X]) - E(Yar (X)) + % <e.

Au besoin en augmentant M on obtient simultanément sup,, _,,, E(|Xn|1|x,|>0) < €,
et donc 1’équi-intégrabilité (une suite finie dans £ est toujours équi-intégrable). [
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CONVERGENCE L! DES SOUS-MARTINGALES. Pour une sous-martingale, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) : elle est uniformément intégrable;

(ii) : elle converge presque sirement et dans L;

(ii1) : elle converge dans L'.

PREUVE.
(i) = (ii) : Puniforme intégrabilité entraine que sup,, E(|X,|) < 400, et donc la sous-
martingale converge presque stirement. Le théoreme qui précede montre, par équi-
intégrabilité, que sa limite presque siire 1’est aussi au sens L'.
(ii) = (iii) : évident.
(iii) = (i) : la convergence L! entraine la convergence en probabilité, et le théoréme
précédent permet d’en déduire I’équi-intégrabilité. [

Intéressons nous a présent au cas plus spécifique des martingales :

LEMME. Si (X,,) est une martingale relativement a la filtration (F,,) et si X, — X

dans L', alors
X, = E(X|F,).

PREUVE. La propriété de martingale implique que si m > n, E(X,,|F,) = X,, et
donc si A € F,, alors E(X,14) = E(X,,14). Mais X,, — X dans L! entraine que
Xp14 — X1, dans L', et donc E(X;,14) — [, XdP. Ainsi

Aefn:/XndIP’:/XdIP’,
A A

et donc X, est une version de E(X|F,). |

CONVERGENCE L' DES MARTINGALES. Si (X,,) est une martingale relativement a la
filtration (F,,), alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) : elle est équi-intégrable;

(i) : elle converge p.s. et dans L*;

(i73) : elle converge dans L';

(iv) : il existe une variable aléatoire intégrable X telle que pour chaque n, X, =
E(X|F,).

PREUVE. On sait déja que (i — iii) sont équivalentes entre elles. On sait aussi que
(iv) entraine (7). Et le lemme qui précede montre que (iii) = (iv). |
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COROLLAIRE. Dans le §11.4., a la rubrique “Convergence presque sure des espérances
conditionnelles”, il est possible de rajouter la convergence L' a la convergence p.s..

PREUVE. On a affaire a une martingale, équi-intégrable par le théoreme qui précede.
|

11.6. Convergence L?, p > 1.
Commencons par une inégalité maximale, utilisée dans les preuves de convergence LP
des martingales :

INEGALITE MAXIMALE DE DoOB. Si X1,...,X,, estune sous-martingale, et si o > 0,
alors N . .
P (maxj<, X;” > a) < aE(Xj[lmaxiSn ija) < <E(X,1);
P (maXiSn X1,+ > Oé) < éE(X’r—l—lrnaxi<n Xi+>o¢) < lIE(‘X—';J,—)

Remarquons que ceci étend 'inégalité maximale de Kolmogorov : si S, 55,... sont
les sommes partielles de variables indépendantes centrées dans £2, alors leur suite forme
une martingale, et donc la suite de leurs carrés constitue une sous-martingale. Pour les
carrés, on retrouve bien I'inégalité maximale de Kolmogorov, puisque

Sil > alt = SL|? > o).
{rlgggl el > al} {r,?ggl k7> a”}

PREUVE. Remarquons que ¢(x) = max{z,0} = z est convexe croissante, et donc par
le théoréme “fonctions de sous-martingales”, (X1 ),>1 est une sous-martingale (I'intégrabilité
est automatique car X;7 < |X,|). Nous supposons donc que X,, > 0.

Posons 75 = n, et soit 7, = min{n,inf{k > 1 : X} > a}}. On vérifie sans peine que
1 <71 <7 <n,et que 1 et 75 sont des temps d’arréts.

On pose ensuite M}, = max;<x X;, et 'on vérifie que

{M,, > a}n{n <k} ={My > a} € F,

et donc {M,, > a} € F,. Par application du théoreme des temps d’arréts, il vient,
puisque X, > « sur {M,, > a},

oP(M, >0a) < [y oo XndP < [, o E(X,|F,)dP
= fosoa XndP <E(X,),

ce qui démontre la premiere inégalité.

Pour la seconde, on se ramene d’abord a nouveau au cas de X,, > 0, puis on pose
To =mn, et 71 = min{n,inf{k > 1: X} > a}}. On obtient a nouveau des temps d’arréts,
et {M,, > a} € F,,. La conclusion s’en suit par un calcul similaire. |

Remarquons que si (X;) forme une martingale, (|X;|) constitue une sous-martingale,
et donc dans ce cas I'inégalité maximale précédente peut s’écrire en remplagant X' par
| Xl
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INEGALITE MAXIMALE LP. Soit p > 1 et (X,,) une sous-martingale. Notons X, =
maxi<g<n X,j Alors
p
B < (25 B
p —_—

En particulier si (Y;,) est une martingale et st Y," = maxi<g<n |Yi|, alors

() < (25 ) B0va

p_

PREUVE. La seconde inégalité découle de la premiere en posant X,, = |Y,,|. Par le
meéme argument que celui utilisé dans la preuve de I'inégalité maximale précédente, nous
supposerons sans perte de généralité que X,, > 0.

Notons X, A M = min{X,, M}, avec M > 0. Comme {X,, A M > A} vaut soit
{X, > A} soit (), cela ne modifie pas I'application de l'inégalité de Doob. On a (calcul
du moment d’ordre p > 1 d’une v.a. positive)

E((X, A M)P) JoT pAPTIP(X,, A M > N)dA

Jo oA (5 [ Xz, anrsadP) dA
[ X [ pAr=2d\dP

0 _
2o [ X (X A M)PIP,

IA

Posons ¢ = p / (p—1) - Pexposant conjugué de p - et appliquons l'inégalité de Holder

: on obtient B ) B )
E((Xn A M)P) < gE(] X [7) P E((Xn A M)P) 3.

Arrivés la, si E((X,)P) = 400, il n’y a rien a démontrer. Sinon, en divisant les deux
cotés de 'inégalité précédente par E((X,, A M)P )% et en élevant a la puissance p, on en
déduit »

B A M) < (25 ) B
p —
Il suffit ensuite de laisser M — oo, et d’appliquer le théoreme de convergence mono-
tone. [

CONVERGENCE P.S. ET L” D’UNE MARTINGALE. Sip > 1 et si (X,,) est une martin-
gale, sisup,, E(|X,[P) = K < oo, alors (X,,) converge p.s. et dans LP.

PREUVE. On a E(X;F)? < E(|X,|P) (Jensen, p > 1), et donc il existe X € L! telle
que X,, — X p.s..
La seconde conclusion de I'inégalité maximale précédente s’applique, et entraine que

p p
B (s ) < (1) &
1<k<n p—1
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En faisant n — oo, par convergence monotone des “sup”, il s’ensuit que sup | X,,| € LP.
Ensuite, on remarque que
| X, — X [P < (2sup | X,)”,
n

et donc par convergence dominée, E(|X,, — X|?) — 0. |

11.7. Martingales renversées.

Une suite infinie ..., X o, X 1 est une martingale relativement a la filtration ... C
F_o C F_q si les définitions de martingale standard sont staisfaites pour n < —1 ou
n < —1 si nécessaire.

Une telle suite s’appelle une martingale renversée.

CONVERGENCE DES MARTINGALES RENVERSEES. Pour une martingale renversée,

lim X_, =X

n—oo
existe presque surement, est intégrable, et satisfait E(X) = E(X_,,) pour tout n > 1. La
convergence a liew aussi dans L.

PREUVE. La preuve est quasi identique a celle de la convergence des martingales
“directes” (cf. p. 96). Remarquons que I’hypotheése de martingale renversée entraine,
d’apres p. 89, et Jensen conditionnelle, que

E(XT,) = E(E(X-1|F-n)") < E(E(XD[F)) = E(XT)) < +oo,

et donc que le pendant, au cas présent, de 'hypothese de finitude du sup des intégrales
de la page 96, est satisfait.

Notons X* et X, les limites inférieures et supérieures de la suite (X_,),>1. Notons
U, le nombre de t.a. de X_,,,..., X_; de lintervalle [«a, 3].

On montre que (U,) converge en croissant vers sup,, U, qui est intégrable positive
entiere. Le méme argument permet de montrer que X, = X* P-p.s., et donc qu’il existe
X =lim, X_,,.

Ici la propriété de martingale permet d’envisager X _,, = E(X_1|F_,,), et donc d’utiliser

I’équi-intégrabilité de (X _,,) pour conclure que puisque X _,, £ x XeLllet X, = X
dans £! (cf. le second énoncé du §11.5.). |

COROLLAIRE. St F1 D Fo D ... D F, D ... est une suite décroissante de sous-o-
algebres, alors Fo = N, F,, est une sous-o-algebre, et l'on note F,, | Fo.
Si Z € LY et siF, | Fo, alors

E(Z|F,) — B(Z|Fo) P — p.s. et dans L.
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PrREUVE. Si X_,, = E(Z|F,), alors (X_,,) est une martingale renversée. Et donc il
existe X intégrable telle que

X =lmE(Z|F,) P—p.s..

Par décroissance des F,,, X est F,-mesurable pour chaque n, et donc Fy-mesurable.
Par équi-intégrabilité, si A € Fo,

[ XdP = lim, [, E(Z|F,)dP = lim, [, E(E(Z|F,)|Fo)dP
= lim, [, E(Z|Fo)dP = [, E(Z|Fo)dP,

et donc X est une version de E(Z|Fp).
La convergence L' résulte de la propriété de martingale renversée. [

Exercice : “une nouvelle preuve de la loi forte classique”.
Soit (X;);>1 une suite i.i.d. dans £!'. On pose S, = X1 + ...+ X,, et Y_,, = %,
n > 1. On note aussi

f_n = U(Sn,Sn+1, .. ) = U(Sn,Xn+1, .. )

Montrer que si j, k <n+ 1, E(X;|F_,,—1) = E(Xk|F_n_1).
En déduire que E(X,,41|F_n—1) = i’:’f.
En déduire que (Y_,,, F_,),>1 est une martingale renversée et qu’elle converge.

En déduire une loi forte des grands nombres, en utilisant la loi 0 — 1 de Kolmogorov.

Exercice : “une martingale qui converge p.s. mais pas dans L.

Soit (X,,)n>1 une suite i.i.d. telle que

On note Z,, = [[,_; Xk, et on pose F,, = 0(X1,...,X,).

a) Montrer que (Z,,, F,,)n>1 est une martingale, qui converge presque strement vers
une variable aléatoire Z., € L.

b) Montrer que Z, = 0 P-p.s..

c¢) En déduire que (Z,,) ne converge pas vers Z,, dans £!.
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L OIS USUELLES

I: Bernoulli: £(X) = B(1,p), Bernoulli de parametre p, si X € {0,1} et P(X =1) = p.
Espérance : p
Variance : p(1 —p)
Fonction caractéristique : 1 — p + pe?

II : binomiale : £(X) = B(n,p)si X € {0,... ,n} et P(X =4) = Cip'(1—p)" " Clest
la loi de X + ...+ X,,, ou chaque X; suit B(1,p), et (X;) indépendante.

Espérance : np

Variance : np(1 — p)

Fonction caractéristique : (1 — p + pe'*)™

Stabilité par convolution : B(n,p) * B(m,p) = B(n + m,p).

Limite : si £(X,,) = B(n,p,) et il existe A > 0 tel que np,, — A, alors X, £ P(N); si

X, suit B(n, p), alors (X,, —np) / \/np(1 — p) 5 N(0,1).

III : Poisson : £(X) = P(\) si P(X = k) = \e /L
Espérance : A
Variance : A
Fonction caractéristique : exp(A(e? — 1))
Stabilité par convolution : P(\) x P(8) = P(A + ).

Limite : si L(X)) =P(N), (Xa—A /\/7—>/\/’0 1).

IV : Multinomiale : £(X) = M(n,p1,...,pq) sip1 +...+pa=1,0 < p; <1, et si
ny+...+nqg=mn,alors P(X = (ny,... ,nq)) = (n!) / (n1!...ng!).

Espérance : (np1,...,npq)

Covariance : cov(X;, X;) = —np;pj si i # j

Variance : var(X;) = np;(1 — p;)

Fonction caractéristique : (Zl<j<dpjeipj)”

Si ’on dispose de n boules que ’on jette aléatoirement dans d boites distinctes, chaque
boule ayant la probabilité p; d’aller dans la i1®™¢, les nombres (Ni, ..., Ng) de boules
dans les boites 1,... ,d suivent une loi M(n,p1,...,pq).

V : Hypergéométrique : L(X) = (N,n,p) si

P(X = k) = (C]lf]pC'}f]qk / C% pour max(0,n — N(1 —p)) < k < min(n, Np);
0 sinon.

Espérance : np

Variance : np(1 —p)(N —n) / (N —1)

Si on tire n boules sans remise dans une urne en contenant N, une proportion p étant
noires, 1 — p blanches, le nombre de boules noires tirées suit une loi (N, n, p).

VI : Binomiale Négative : £L(X)si P(X =k) = C’”+k (1 —p)k keN.
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Espérance : np / (1—p)

Variance : np / (1 — p)?

Fonction caractéristique : (p / (1 — ge'))”

Si (X;)i>1 est iid., £(X1) = B(1,p), X; représentant un succes si X; = 1, le temps
du k™€ échec suit une loi binomiale négative de parametres (n,p). Si n = 1, on parle
aussi de loi géométrique.

VII : Uniforme continue : £(X) = U, si Px a la densité (b —a) 'L,y
Espérance : (a +b)/2
Variance : (b — a)?/12
Fonction caractéristique : (e*® — e®@)/(it(b — a))

VIII : Paréto: L(X) est Paréto de parametre p > 1si Px ala densité (p—1)27P1j; yoof-
Espérance : (p—1)(p—2) sip > 2
Variance : (p—1) / ((p—3)(p—2)*)sip>3

IX : Gamma : L(X) = v(p,0) si Px a la densité 9pe_9xxp_1f(p)_11[07+oo[, oul'(p) =
I

Espérance : p/6

Variance : p/6?

Fonction caractéristique : (0 / (0 —it))P

Stabilité par convolution : v(p,0) xv(q,0) = v(p + ¢,0)

Limite : si (X —p)/\/p £ N(0,1) sip— oo et L(X) =~(p,1)(:=7(p)).

X : Béta: L(X) = B(p,q) est Paréto de parametre p > 1 si Px a la densité zP~1(1 —
2)1 ' (p+ )T (p) "' T(q) " Lj0,1)-

Espérance : p/(p + q)

Variance : pg/(p+¢)*(p +q+1)

Stabilité : si X L Y et si L(X)=(p) et LIY) =(q), alors L(X/(X+Y)) = B(p,q),
et X/(X 4+Y) est indépendante de X + Y.

XI : Laplace : £(X) est Laplace si Px a la densité e~*l/2.
Espérance : 0
Variance : 1
Fonction caratérsitique : 1/(1 + t2)

XII : Cauchy : £L(X)=C(c, 3) si Px ala densité¢ 8 / (7(6%+ (z — a)?).
Espérance :
Variance :
Fonction caractéristique : e

XIII : Loi Normale : £(X) = N(a,A) si X = (X3,...,X,),si A >0, et Px a une
densité exp(— < A~Yz —a),z —a >) / ((2m)V2\/det(A)).

Espérance : a

Variance-covariance : A

Fonction caractéristique : exp(i < a,t > —% < At,t >2)

ita—p|t]
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Stabilité : N(a, A) * N'(b, B) = N(a + b, A+ B)

XIV : Chi-deux : £(X) = x?(d)(=v(d/2,1/2)) (loi du chi-deux & d degrés de libert¢é)
si si Px a une densité z(4/2)~1e=/2 / (2d/2I‘(d/2))1[0’+oo[.
Espérance : d
Variance-covariance : 2d
Fonction caractéristique : 1 / (1 — 2it)
Stabilité : c’est la loi de la somme de d v.a.r. i.i.d. de loi N(0,1)

XV : Student : £(X) = S(d) (loi de Student a d degrés de liberté) si si Px a une
densité T((d + 1)/2)(1 + 22 /d)~(@1/2 [ (V/dT'(d/2)T(1/2)).

Espérance : 0sid > 1

Variance-covariance : d/(d —2) si d > 2

Fonction caractéristique : si d = 1, c’est la loi de Cauchy C(0, 1)

Stabilité : c'est laloide Y / (v/Z/d) ouY L Z, L(Y) =N (0,1) et L(Z) = x*(d).

XVI : exponentielle, exponentielle positive de parameétre )\ : c’est une loi de
densité de la forme Ke ?l sur la droite, ou Ke‘”l[oﬂroo[(a:) pour la positive.
Ses moments existent a tous les ordres, et ses parametres sont faciles a calculer.

/2
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Polycopié et notes de cours autorisés, autres interdits.
Calculettes interdites.
Les trois exercices et le probléme sont indépendants les uns des autres.
Les parties A,B et C' du probléme peuvent étre abordées sans que les deux autres ne l’aient €été.
Les réponses concises et suffisamment argumentées sont préférables.

| TROIS EXERCICES. |

|Premier exercice. |

Soit (X, YY) un couple de variables aléatoires réelles. On note ms la mesure de Lebesgue
sur (R?, B(R?)), et m la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)). On suppose que Py y)<<ma,
et on note

dm2

(z,y) = f(z,y)

sa densité.
1-1 : montrer que Px<<m et que Py <m.

1-2 : exprimer %(Qs) sous la forme d’une intégrale faisant intervenir f. Faire de

méme en ce qui concerne LY (y).
1-3 : soit A € B(R?). On note A, = {z € R: (z,y) € A}. On rappelle que m presque
siirement en y, A, € B(R), et que y — m(A,) est mesurable, et que mo(A4) = [ m(A,)dy.
Soient p et v deux mesures de probabilités sur (R, B(R)), absolument continues rela-
tivement a la mesure de Lebesgue m. Montrer qu’alors u ® v<ms, et déterminer dg’l‘T@;)

en fonction de - et de 42
dm dm

1-4 : en déduire une CNS pour que X 1LY, concernant la forme algébrique de f.
1-5 : on suppose que la loi d’un couple de v.a.r. (X,Y), P(x y), a une densité f(z,y) =
relativement & mo. Les variables X et Y sont-elles indépendantes 7

1 1
w(1+a?) 7(1+57)

|Second exercice. |

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles tel que pour chaque A € B(R?),

1
PUXY) € 4) = 3 o a(nm) + € [ (1) g p)dmala. ),
n>1
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ou C' est une constante positive.
2-1 : calculer C.
2-2 : déterminer Py, puis Py sans calcul supplémentaire.
2-3 : déterminer la décomposition de Lebesgue de Px relativement a m.
2-4 : X et Y sont-elles indépendantes 7
2-5 : montrer que X est intégrable et calculer E(X).

| Troisieme exercice. |

Soit (Ay)n>1 une suite d’événements mesurables d’un espace probabilisé (£, B, P),
telle que P(A;) > 0. On note

; P(A:NA
Nn:1A1+"'+1An, etgn:Zg,kgn ( J 2k)

3-1 : montrer que limsup,, A, = {lim,, T N,, = +o0}.

3-2 : on note pp = P(Ag) et mn p1+ ...+ py. Calculer Var(N,) en fonction de 6,
et de m,,.

3-3 : soit x € R tel que m,, > x. Montrer que P(N,, < z) < P(|N,, — my| > m,, — x),

y =2

2
et en déduire que P(N,, < z) < %.
3-4 : on suppose désormais que ). p, = 400, et que liminf, §, < 1. Montrer

qu’alors quel que soit € R, liminf,, P(N,, < z) = 0.
3-5 : montrer que P(sup;, Ny < z) < P(N,, < z). En déduire que P(limsup,, A4,) = 1.
3-6 : déduire de ce qui précede que le second Lemme de Borel-Cantelli est encore
valable si ’on suppose les A; deux a deux indépendants.

|PROBLEME : GRANDES DEVIATIONS. |

A : préliminaires.

Soit Y une v.a.r. simple prenant les valeurs y; avec les probabilités p;. On note
My (t) = E(eY) sa fonction génératrice des moments. Nous supposons dans cette partie
que

E(Y) <0, P(Y >0)>0.

a : montrer que My (0) < 0, apres en avoir justifié 'existence. Montrer aussi que
lim o My (t) = 400, que My est une fonction convexe de ¢, et que My (0) = 1.

En déduire l'existence de 7 > 0 et 0 < p < 1 tels que My (1) = inf; My (t) = p.

b : soit Z une v.a.r. simple prenant les mémes valeurs que Y et telle que P(Z = y;) =

TYj

" P(Y = y;). Montrer que

( ) _ MY(t+T)

Y

E(Z) = My(T) —0;
s2 1= E(Z2) = M0 5,



ANNEXE 111

¢ : montrer que pour chaque t > 0, P(Y > 0) < M (t), et en déduire que P(Y > 0) < p.

d : notons ¥’ la somme sur les indices j tels que y; > 0. Montrer que P(Y > 0) =
Yp; = p(Xe TUP(Z =vy;)). Poser P(Y > 0) = pe~?, et P(Z > 0) = p. Montrer que
0 > 0. Justifier les égalités et inégalités suivantes (“In” est concave) :

—0

ln (2/6—7'%’ @) + hlp
(E/(—Tyj>P(Z;yj)) +1Inp
= = (YUP(Z =y;)) + Inp.

p

v

e : utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour montrer que ¥'2P(Z = y;) < 1.

f : montrer que
TS

=Pz >0)

g : soit W une v.a.r. telle que E(|[W|*) < oo. Supposons que E(W) =0, 12 = E(W?),
et que E(W*) = ¢* > 0. Posons ¢ = P(W > 0).
gl : poser WT = Wlysoet W~ = —W1lyo. Montrer que E(WT)?) < ,/gé>.
g2 : avec les exposants (%, 3), utiliser I'inégalité de Holder pour montrer que
E((W™)?) < E(W)3¢3.
g3 : utiliser I'inégalité de Holder pour les exposants (4
E(W™) < qi¢.
g4 : utiliser g1-3 et [2 = E((W™)?) + E((W™)?), pour montrer que

0<46 —InP(Z > 0). (%)

4

,3) pour montrer que

P(W >0) > 4l—;4. (k)

|B : Théoréme de Chernoff. |

Soit (X, )n>1 une suite i.i.d. de v.a.r. simples, telle que E(X;) < 0, P(X; > 0) > 0.
On note M (t) = Mx,(t). D’apres A, il existe 7 > 0 et 0 < p < 1 tels que p = M(71) =
inf M(t). On pose YV,, = X1 + ...+ X, et M, (t) = My, (t), n > 1.

h : montrer que E(Y,,) < 0et P(Y,, > 0) > 0. En déduire que inf M,,(t) = M (7)™ = p.

i: soit S, l’anal(T)Lgue de la v.a.r. Z de la partie A, associée ici a Y,,. Montrer que
Ms, (t) = <%> :

j : soit Z; I'analogue de la v.a.r. Z de la partie A, associée ici a X;. Alors E(Z;) =0,

E(ZJQ) =02 > 0, notons £* = E(Z;-l) >0, et Mz, (t) = M(tp—i—T)'

Montrer que I'on peut supposer la suite (Z;) indépendante, et qu’en posant V,, =
Zy+ ...+ Z,, alors My, = Mg, .
k : en déduire que E(S,) = 0, E(S?) = no?, et que &} = E(S2) = né* + 3n(n — 1)o?.
4

S

1 : en déduire qu’il existe a > 0 tel que pour chaque n > 1, > a
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m : avec (x) et (xx), en déduire I'existence d'un réel 6,, tel que P(Y,, > 0) = p"eo»
et

Ogen S TU\/ﬁ—ané.
(0%

n : en déduire le théoreme de Chernoff, a savoir

%lnIP’(Xl-l-...-i-anO)—lnp =0(—=). (% * %)

il

‘ C: application‘

On se donne les mémes notations que dans la partie B, avec en outre X; telle que
P(X;=-1)=P(X;=1) = 3.

o : montrer que P(Y,, > nf) — 0 lorsque n — oo si 8 > 0 (on pourra distinguer les
cas <1, =1, et >1).

p : montrer que pour 1 > G > 0,

(5-1)
liml InP(Y,, >nB) =1n <%> .

n - n
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|Premier exercice. |
“Une formule d’inversion de la transformée de Laplace”.
Soit 0, A > 0 et supposons que la loi de la variable X soit une loi de Poisson

de parametre A0, L( X)) = P(A\0). Montrer que w — 0si A — oco. En déduire
que

lim e
A—00

P { 0sif>uax;
S| 1sif <.
k<\x
Soit PP une loi de probabilité sur (R, B(R )) portée par R+, et telle que pour
chaque n > 1, [;° 2"dP(z) < +o00. Notons L(t) := [;° e *"dP(z) sa transformée
de Laplace. Montrer que L : [0, +oo[— [0, +oo[ est bien deﬁme indéfiniment
dérivable, et calculer L) (t) pour t > 0 et k > 0.
Déduire des questions précédentes que

: =DF ey
/\h_)nolOk; AN L) = Fe(w),

en tout point de continuité x de Fp.

|Second exercice. |
“Espérance conditionnelle et projecteurs L?”.
Soit (€2, B,P) un espace probabilisé, et soit D C B une sous-c-algebre. On note £2(D)
I’ensemble défini par

L*(D) = {X € £*(B) : X est D-mesurable}.

On note aussi
L*(D) ={X € L*(B) : 3X € X N L*(D)},

ot X ={Y : X =Y P —p.s.} est la classe d’équivalence de X modulo P.
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Montrer que L?(D) est un sous-espace vectoriel fermé de 1’espace de Hilbert
(L*(B), ]I 2)-

Montrer que si X € £2(B), alors E(X|D) € L(D).

Montrer que si Z € L2(D), alors

E(Z(X — E(X|D)) = 0.

On rappelle que si (H, || ||) est un espace de Hilbert, avec un produit scalaire

noté < h,h’ > (et donc |h| = /< h,h >) et si K C H est un sous-espace vecto-
riel fermé, alors le projecteur orthogonal px : H — K est 'application linéaire
continue définie par 'identité

pr(r) =< |t —Z=min{lr —k|: ke K} ©Vke K, <z — %,k >=0.

On rappelle aussi que dans L?(B), < X,Y >=E(XY).
Montrer que

E(X|D) = pr>p)(X),

autrement dit que pour les variables £2, ’espérance conditionnelle relativement &
D coincide avec la projection orthogonale de L?(B) sur L*(D), modulo P.

Applications : avec les mémes hypotheses, on suppose que C C D est une
troisieme sous-o-algebre.

Montrer que
E((X - E(X|D))%) + E(E(X|C) - E(X|D))?) = E((X — E(X|C)?)
(on pourra remarquer que L%(C) C L?(D) C L*(B)).
On choisit C = {0,Q}. On pose var(X|D) := E(X?D) — E(X|D)%
Montrer que

var(X) = E(var(X|D)) + var(E(X|D)).

Montrer que si X,Y € £2? sont deux variables aléatoires telles que
E(Y|D) = X, et que E(X?) = E(Y?), alors X =Y P-p.s..

| Troisieme exercice. |
“Quelques martingales ? 7.

Soit X7, Xo,... une suite de variables aléatoires indépendantes et de meéme loi. On
considere la filtration naturelle G,, = (X3, ...X,,). Lesquels des processus suivants sont
des martingales par rapport a (G,,n > 1) (discuter selon les valeurs de A et les parametres
de X 1) ?

Sn:Xl—l—...—i—Xn si E|X| est finie, n > 1.
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X2+ ...+ X2 - n)\siE|X;|? est finie et \ est réel, n > 1.
el@Sn=nA) &i F(e®X1) est finie pour tout a € R, n > 1.
Yn:HZ:le si X1 € L% n>1.

‘Quatri"eme exercice.‘
“Marche aléatoire”.

Le temps t est un entier positif ou nul. Un individu déambule “aléatoirement” sur 7Z,
en partant de 0 a l'instant initial 0. On suppose qu’a 'instant n, si sa position est S,
sa position a l'instant n 4 1 sera S, + X, 41 = Sp41, ot (X;,)n>1 est une suite i.i.d. de
variables telles que

et 0 < p < 1 est un parametre fixé du probleme. Nous nous proposons d’étudier
I’ensemble

R={w:#{n: 5, (w) =0} = +oo},

c’est a dire I’ensemble des marches ou déambulations qui reviennent une infinité de fois
a 'origine.

Exprimer S,, a I'aide des X, pour n > 1, et en déduire que (%

presque strement, vers une limite que 'on précisera.

Montrer que P(R) =0 si p # 3.

On suppose désormais que p = %

Pour tout & > 0, on pose Zy = (Sor+1 — Sor) / V2k. Montrer que

Zi. a la méme loi que Sy / V2F_ et en déduire, & I'aide du théoréme limite
centrale, que pour tout réel M,

> P(Z), > M) = +o0
k

) converge

En déduire que pour tout réel M, P(sup, Zx > M) = 1, puis que
P(supy, | Zk| = +o0) = 1. En déduire que

o0) = 1.

Sn
ﬁ':+

Utiliser la loi 0 — 1 de Kolmogorov pour montrer que 1’évenement

P(sup

n

BT = {sup, % = 400} a une probabilité nulle ou pleine. Démontrer que

P(B*) =P(B™), ou B~ = {inf, \S/% = —oo}. Utiliser ¢2) pour en conclure
que

P(B*) =P(B~) = 1.

Conclure en montrant que P(R) = 1, autrement dit que la marche
aléatoire simple symétrique revient presque stirement une infinité de fois en

0.
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Cinquieme exercice.‘
“Un calcul de loi conditionnelle”.
Soit (X,Y) un couple de v.a.r., de loi sur (R?, B(R?)) décrite par

Pixyvy(A) =P((X,Y) € A) = Z cn/j4x”1[0’1](a:)dm ® doy(x,y),

n>1

ou (¢p)n>1 est une suite de constantes positives, m désigne la mesure de Lebesgue sur
(R, B(R)), et d,, désigne la mesure de Dirac en n (§,(B) = 15(n), B € B(R)).
Montrer que P(x yy est portée par U,>1([0,1] x {n}).
Exhiber une suite (¢,)p>1 de réels strictement positifs pour laquelle la loi
décrite ci-dessus est effectivement une loi de probabilité.
Montrer que Px<m, et calculer %. Montrer que X a des moments de tous

ordres.
Décrire une version réguliere de la loi de X sachant Y, Px(-|Y).

Calculer E(X?|Y).

|Sixieéme exercice. |
“Quelques petites questions”.
Soit X1, X, ... une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi.

Montrer que

— 0 p.s. lorsque n — oo si et seulement si E|X;| < oo.

Montrer que 50 lorsque n — oo.

Soit Y7, Y5, ... une suite de variables aléatoires suivant une loi de Poisson de
parametre \ > 0.

Montrer que 3;—% — 0 p.s. lorsque n — oo.

Soit (Y;);>1 une suite de v.a.r. i.i.d. dans £2, de moyenne p et de variance

o2. Soit N une variable aléatoire £2, indépendante de la suite (Y;), et prenant des
valeurs entieres positives. On pose

X=Y1+...+YyN.
Montrer que X € £? et que
var(X) = o*E(N) + p*var(N).

Soient Z une v.a. L£! centrée et ¢ > 0 tels que P(|Z] < ¢) = 1. Soit £ > 0.
Montrer que
(e +¢)?

1= var(Z)

<P(|Z| > ¢).
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UNIVERSITE

de Picardie
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Mathématiques

MM3 Probabilités

5 Septembre 2001, 9h — 13h

Polycopié et notes de cours autorisés, autres interdits. Calculettes interdites.

Une argumentation minimale est impérative.
Dans tout ce qui suit ({2, 5,P) désigne un espace probabilisé.

|Premier exercice. ]
“Espérance conditionnelle”.
: on choisit (2, B,P) = (]0,1],8,m) ou m désigne la mesure de Lebesgue et B la
tribu borélienne. On pose

X =11,
oo
V=31 +alp 2+ 1z

Déterminer la loi du couple (X,Y’). Déterminer E(X|Y) et E(Y|X).
: soit (X,Y) un couple de var tel que X >0,Y >0 et

1— e—kzt

P(X=ketY <t)=C—3—,

k>0,teRt.

Calculer E(XY) et E(Y]X).

|Second exercice. |
“Loi de Poisson - Loi géométrique”.

: soient X et Y deux var indépendantes de lois de Poisson de parametres respectifs
A et 8. Montrer que L(X +Y) = P(A + (). Puis montrer que L(X|X +Y = n) est
binomiale, et en déterminer les parametres.
: si X est une var de loi géométrique, a valeurs dans N, montrer que quels que soient
k>1letn>0,

P(X =n+klX >n)=P(X =k).

Pourquoi appelle-t-on cette propriété la propriété d’“absence de mémoire’ ?
Existe-t-il une autre distribution sur N ayant cette propriété ?

| Troisiéme exercice. |
“Convergences”.
: mettons que les catastrophes se produisent aux temps T1i,...,7,,..., ou 1T, =

X1+ ...+ X, et la suite (X;);>1 est une suite i.i.d. de var positives.
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Soit N (t) = max{n : T,, < t}, le nombre de catastrophes déja produites au temps t.
Montrer que si E(X;) < oo, alors N(t) — oo et N(t)/t — 1/E(X1) P-p.s..
: 80it (up)n>1 une suite dans ]0,1/2[. Soit (X,,),>1 une suite indépendante de var
telle que X,, suive la loi définie par

P(X,=0)=1-u, et P(X, = 1/u,) = uy.

Montrer qu’alors
 E(X,) =1;
X, X 0 si et seulement si u,, — 0;
X, 220 si et seulement si Zn21 Uy < 00.
On remarque que dans le cas b3), n™' (3"} _; X)) — 0 P-p.s., mais que E(X;) = 1.
: soit (X,,)n>1 une suite de var iid dans L?. On pose m = E(X;) et 02 = var(Xy).
Pour n > 2, on pose

1 1 < )
YR:E;X,C et Zn:m;(Xk—Yn) .

: calculer E(Z,);
. montrer que Z,, 23 o2 lorsque n — oo.

: soit (X;);>1 une suite i.i.d. de var a valeurs dans Z, d’espérance finie.
On pose Sy =0et S, = X3+ ...+ X,, n > 1. Montrer que si E(X;) # 0, alors
P(limsup{S, = 0}) =0.

‘Quatri‘eme exercice.‘
“Martingales”.
Démontrer ou donner un contre-exemple :

: si (My;n > 1) est une sous-martingale alors (M2;n > 1) est une sous-martingale.

: sl (Mp;n > 1) est une sous-martingale positive et ¢ > 0, alors

. < —tx tMn .
P(lréljaéchJ > 1) < e E(e")

‘Cinqui"eme exercice.‘
“Loi de Cauchy”.
Soit (X,,)n>1 une suite de var iid de loi commune la loi de Cauchy de parametre a > 0
(densité c,(z) = L 5%, 2 € R).

T a+z2”

: montrer que % > p_1 Xj diverge presque sirement.
: montrer que si x > 0, IP’(% maxy<, Xp < T) — e‘“/”,
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|Sixiéme exercice. |
“Convergence p.s. et convergence en probabilité’.
Soient (Zk)r>1 et Z des var. Soit € > 0 et notons

Apme)={lZr —Z| <e:n<k<m}.
: montrer que Z; — Z P-p.s. si et seulement si pour tout € > 0,

limlimP(A4,, () = 1.

n m

: montrer que Zj — Z en probabilité si et seulement si lim,, P(4,, ,(¢)) = 1 pour
tout € > 0.
. trouver (Zy)r>1 et Z telles que Z, — Z en probabilité mais pas presque sirement.

Septieme exercice.‘

“Intégration des var’.
: solent X et Y deux var positives, telles que E(X) = +oo et E(Y) = 0. Sont-elles
indépendantes ? A quelle condition de convention sur “+oo x 07 la formule E(XY) =
E(X)E(Y) reste-elle valable ?
: soient X et Y deux var indépendantes. Soit f : R? — R* borélienne. Notons g(z) =
E(f(z,Y)), x € R. Montrer que E(g(X)) = E(f(X,Y)). Montrer plus généralement que
Jxen 9(X)dB= [, J(X.¥)dP.
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UNIVERSITE Mathématiques

de Picardie

MM3 Probabilités
w‘fﬂ (A 15 Novembre 2001, 8h30-11h30

Salle H26

Polycopié de cours autorisé, autres documents interdits.

Calculettes interdites.

Les exercices sont indépendants les uns des autres.

La clarté, tant en matiere de présentation que d’argumentation, est indispensable.

|Premier exercice. |
Soit (X, Y’) un couple de variables aléatoires réelles. On note ms la mesure de Lebesgue
sur (R?, B(R?)), et m la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)). On note d,,(B) = 15(n) pour
n € N* et B € B(R). On suppose que si A € B(R?),

Pocn(4) = €3 5 [ La(e) 0.0y dEn @ m)(a,y),

n>1

ou C' est une constante positive.

1-1 : calculer C.

1-2 : déterminer la décomposition de Lebesgue de P(x y) relativement a ma.

1-3 : déterminer Py, Py, et leurs décompositions de Lebesgue respectives relativement
am.

1-4 : X et Y sont elles indépendantes 7

1-5 : calculer, apres en avoir justifié I'existence, la valeur de E(XY).

|Second exercice. |
Soient (X,,)n>1 et X des variables aléatoires.
2-1 : montrer que si f : R — R est continue et que si X,, — X P-p.s., alors f(X,,) —
f(X) P-p.s..
2-2 : montrer que si X,,, X € L}(P), alors E(|X,, — X|) — 0 entraine que X,, — X en
probabilités.
2-3 : exhiber un contre-exemple a la réciproque naturelle de 2-2.
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| Troisiéme exercice. |
Soient X, Y deux variables aléatoires réelles, indépendantes, ayant chacune une densité
relativement & m la mesure de Lebesgue sur R : notons f(z) = dPx / dm(z) et g(y) =
dPy / dm(y) ces densités.

3-1 : montrer que Pxy <m et exprimer ‘ﬂPj‘T*Y(t) en fonction de f et g.
3-2 : en déduire L(X +7Y) si L(X) =N(0,0) et L(Y) =N(0,7).

‘ Quatrieme exercice ‘

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles. Montrer que la suite (X,,)n>1
est indépendante si et seulement si pour chaque n, o(X1,...,X,—1) et 0(X,,) le sont.

‘ Cinquieme exercice. ‘

Soit X une variable aléatoire réelle, telle que P(X > 0) = 1, et ayant une densité f

relativement a la mesure de Lebesgue sur la droite.

Montrer que % a une densité, et la calculer.

|Sixieéme exercice. |
Soit (X,)n>1 une suite indépendante de variables aléatoires réelles, et soit Y une
variable aléatoire réelle, qui soit o(X,,, X,,41,...) mesurable, pour chaque n > 1.
Montrer qu’il existe une constante a € R telle que P(Y = a) = 1.

‘Septi‘eme exercice.‘
Supposons que X est une variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition Fx
est continue et strictement croissante.
Quelle est alors la loi de F'xy o X ?

|Huitiéme exercice. |
Soit (£2,B) un espace mesurable, et soient u et v deux mesures de probabilités sur

(Q, B).

On dit que p et v sont équivalentes, noté p = v, si a la fois v<p et p<rv. Montrer
qu’alors
dv _ (d_u)
dp >0 \dv )

|Neuviéme exercice. |
Soit X une variable aléatoire réelle de loi Px = N (0,1). Notons, pour A € B(R),

Py(AN0,1

9-1 : montrer que Px|xc[o,1] est une probabilité sur (R, B(R)).

. 4 . . dP x| xe[0,1]
9-2 : montrer que Px|xc(,1]<Px, et déterminer une version de —

9-3 : a-t-on Px|x¢[o,1] = Px au sens de l'exercice huit, ou pas 7 Justifier.
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MMO03
SALLE H26 ¥
8430-12H30 ﬁ
Wes 23 Janvier 2002 '

Tout document interdit, calculettes interdites.

Les exercices 2,3,4,5,6 ne sont pas indépendants les uns des autres.
On pourra toutefois admettre les résultats de questions non traitées.

La clarté, tant en matiere de présentation que d’argumentation, est indispensable.
Notamment, le détail concernant les “O” est éxigé.

‘Premier exercice : augmenter une tribu. ‘
Soit 2 un ensemble, et B une tribu de parties de 2. Montrer que si H C €2,

c(BU{H})={(AnH)U(BNH:A BEeB}.

Second exercice : éléments d’une algébre.‘
Soit A C P(£2). On note a(.A) l'intersection des algebres de parties de 2 qui contien-
nent A.

2-1 :

montrer que a(A) est une algebre qui contient A, et que parmi celles qui la
contiennent, c’est, au sens de l'inclusion, la plus petite.

2-2 : montrer que si A # (), les éléments de a(A) sont de la forme
Uy (M52, Aiy)

ot I'union est disjointe, et pour chaque i et j, A;; ou A7, est dans A (autrement dit

que les éléments de a(A) sont les unions d’atomes des p’artitions engendrées par des
collections finies d’éléments de A).

| Troisiéme exercice : formule d’inclusion - exclusion. |

Soit A une algebre de parties de €2, et soit P : A — [0, 1] une fonction additive (non
nécessairement o-additive). Montrer par récurrence sur n que si Aj,

P(UL, A;) =) P(4;

.., An € A, alors

)= P(ANA)+ Y P(ANA;NAR)+.. .+ (=1)" PN, A4)).

i<j i<j<k
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‘Quatriéme exercice : densités et formule d’Euler.
Désormais 2 = N* = {1,2,...}, et B ="P(2). Pour n > 1, on note P,, la probabilité
définie sur (2, B) par

P,(A) = %Card(A N{1,...,n}).

Pour A € B, on note D(A) = lim,, P,,(A), si la limite existe. On appelle la limite la
densité de A, et on note D '’ensemble des A qui ont une densité.

4-1 : donner un exemple d’'un A ayant une densité, et d’un autre n’en ayant pas.

4-2 : montrer que D est stable par unions finies disjointes, et que D : D — [0, 1] est
additive mais pas o-additive.

4-3 : montrer les propriétés suivantes :

a):0,Q e D;
b): Ae D= A° € D;
c):A,BeD, ACB=B\AeD.

4-4 : montrer que D n’est pas stable par unions dénombrables disjointes.
4-5 : soit a > 1, et notons M, = {ma : m > 1}. Soit M ={M, :a > 1}.
4-5-1 : montrer que M, € D et calculer D(M,).
4-5-2 : avec les notations du second exercice, montrer que a(M) C D, et que
D sur a(M) est entierement déterminée par les valeurs D(M,) (Indication : on pourra
montrer que si a Vb = ppem(a,b), alors M, N My, = M,y,. Puis en notant Ny la classe
des ensembles de la forme M, N Mg N...N My , montrer que “Ngy1 = N \ Ny, puis
conclure par induction sur s).
4-5-3 : on note ¢(n) la fonction d’Euler : ¢(n) désigne le nombre d’entiers
inférieurs a ’entier positif n et premiers a n. Soient pq,... ,p, les diviseurs premiers de
n. Montrer, a I’aide de la formule d’inclusion - exclusion du troisieme exercice, que

2-if-2)

i=1 pi

Cinquieme exercice : puissance des facteurs premiers.‘

Pour un entier m > 1 et un nombre premier p, on note ay,(m) la puissance exacte
a laquelle p apparait dans la décomposition de m en facteurs premiers. On désignera
toujours par p un nombre premier : on a donc

m = Hpap(m).
p

Notons encore d,(m) = 1 si p|m, 0 sinon. Enfin, [z] désigne la partie entiere de x.
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5-1 : soient pq,...,p, des entiers premiers distincts. Montrer que

) i
i):Po(ap, > kiti<u)=12 n }H oL

% % w3
pyt.put pyt..put

i)+ Py = ki 20— T (o - Ao )

p;

\iii)Pn(épzzlzgu):l n :|H 1

n | P1---Pu P1---Pu’

5-2 : montrer que si X est une v.a.r. prenant des valeurs entieres positives ou nulles,
alors intégrable ou pas,

E(X)=> P(X >n). (E)

5-3 : soit f: 2 — R. On note, si n € €,

Montrer avec (F) que

Sixieéme exercice : un petit théoreme des nombres premiers.‘
Rappelons la formule de Stirling (polycopié p. 73)

n! ~v2mn (ﬁ) . (S)
e

6-1 : utiliser (S) pour montrer que E,,(log) = logn + O(1).

6-2: montrer (cf. 5-2) que E, (o) < %. En utilisant larelation logm = > a;,(m) log p,
et 6-1, en déduire que Zp 10% = 400, et donc qu’il existe une infinité de nombres pre-
miers!

6-3 : notons log"m = }_ d,(m)logp. Montrer que E,(a, — dp) < >4, z% (on
pourra utiliser 5-1 et (£)). En déduire que

E,(log") =Y % m logp = logn + O(1), (F1)

et donc que
E2n(log*) - En(log*> = O(1>
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6-4 : montrer que [27”} -2 [%} > 0et vaut 1 si n < p < 2n. En déduire, avec 6-3,
que
Z logp < 2n(Eaq,(log™) — E,(log™)) = O(n).

n<p<2n

En déduire, en découpant l'intervalle [1,n]| a ’aide de puissances entieres de 2, que

Z logp = O(n). (F2)

p<n

6-5 : utiliser (F'1 — 2) pour montrer que

Z loip =logz + O(1). (F3)

p<z

6-6 : on note A(z) ~ B(x) pour A, B > 0 en x au voisinnage de 400, si il existe
0 < a<ftels que a < ggzg < @ pour x assez grand.
Soit alors K > 0 tel que |O(1)| < K, ot O(1) apparait dans (F'3). Montrer qu’alors,

avec (F'3), pour un 6 > 0 bien choisi, et pour x assez grand,

Zlogp > Hx(logé - 2K).

p<z

En déduire que

Zlogp%a:. (F4)

p<z

6-7 : on note 7(z) = Card{p : p < x}. Remarquer que

log p log p 2
< < <

p<z p<Vz Vz<p<z p<z

et en déduire que
x

~ . F5
")~ (Fs5)
Remarque culturelle : le Théoreme des Nombres Premiers affirme en fait que
lim m(z)logx _1
r——+00 €T

ce qui est plus fin que (F'5).

6-8 : on rappelle (intégrales de Bertrand pour ceux qui ne l'auraient jamais vu) que
> o>t @ = +o00. Noter p,. le 7®™¢ nombre premier, et calculer 7(p,). Utiliser ensuite
(F'5) pour montrer que
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UPJV, Maitrise de Mathématiques Année universitaire 2001,/2002
Session de Septembre Module MM3 (Probabilités)
Lundi 2 Septembre 2002 14h—-18h

Tous documents autorisés, calculettes aussi.
E-mail, wap et communications téléphoniques interdits.

L
“to

Le symbole 7 désigne la convergence en loi, et ‘P” une probabilité.

(Q, B,P) désignera l’espace probabilisé commun a toutes les variables aléatoires de ce sujet.
Les exercices sont indépendants les uns des autres, sauf les deux premiers.

Le sujet étant court, les réponses devront étre précises...!

|Premier exercice : classements et records. |
Soit (X;);>1 une suite de v.a.r. ii.d. de loi commune ne présentant pas de charge
ponctuelle (sans atome, i.e. continue). Soit B 1’événement

B={weQ:Im#n:X,(v)=X,(w)}

I-1: montrer que P(B) = 0.

On retire B de 2, ce qui rend les égalités impossibles, tout en laissant inchangée la loi
de la suite (X,,)n>1-

On note T (w) = (Tl(n) (w), ... T (w)) la permutation (t1,...,t,) de ’ensemble
{1,...n} qui est telle que X;, (w) < Xy, (w) < ... < X, (w). La variable T(™ enregistre
donc le classement parmi {Xq,..., X,}.

On note Y,, le rang de X,, dans ce classement : autrement dit, Y,, € {1,... ,n} et
Y, (w) = r si et seulement si Tr(n)(w) =n.

I-2: montrer que T(" est uniformément distribué sur ’ensemble des n! permutations de
{1,...,n}.

I-3: montrer que P(Y,, =r) = 1, pour chaque 1 <r < n.

I-4: montrer que Y; est o(T(™)) mesurable pour chaque k < n.

I-5: montrer que la suite (Y});>1 est indépendante.

|Deuxiéme exercice : records. |
Soit (X;);>1 une suite de v.a.r. i.i.d. de loi commune continue. On note A4,, I'événement

A, ={ max X < X,}.
1<k<n

L’événement A,, modélise I’événement “un record a eu lieu au temps n”.

II-1: montrer que la suite (A4;);>; est indépendante et que P(A,) = L.

n
II-2: montrer qu’'un record ne dure jamais éternellement.
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Troisiéeme exercice : convergence faible.‘
III-1: on suppose que des v.a.r. X,, et X, n > 1, ont des lois de densités respectives f,
et f relativement & la mesure de Lebesgue sur la droite R. Montrer que si f,(z) — f(x)

sauf pour x dans un ensemble Lebesgue négligeable, alors X, £ X.

ITI-2: on suppose qu’une suite de mesures de probabilités (i, ),>1 sur la droite est telle
qu’il existe f : R — RT borélienne et telle que lim, .+ f(z) = +00. Montrer que si
sup,, [ fdp, < 400, alors la suite (u,)n>1 est tendue.

‘Quatri‘eme exercice : TCL pour une somme aléatoire.

Soit (X, )n>1 une suite de v.a.r. i.i.d. centrées et de variance o2 > 0. On note S,, =
X1+ ...+ X,,, n > 1. Pour chaque entier positif ¢, on suppose qu’il existe une variable
aléatoire v, prenant des valeurs entieres positives, non nécessairement indépendante des
X,. On suppose qu’il existe des constantes positives a; et © telles que

Ve L

lim a; = 4o et — 5 6.
t——+o00 a t——+4o0
Le but de ce probleme est de montrer que
S S
v LN, et que —2— 5 N, (%)
O\/Vy t—0 o @at t—o0

ou N désigne la loi normale centrée réduite.

IV-1 : montrer que 'on peut supposer sans perte de généralité que © =1 et a; € N.
IV-2 : ceci étant fait, montrer que pour démontrer (%), il suffit d’en montrer la seconde
des deux convergences en loi.

IV-3 : montrer qu’il suffit de montrer que

Sat_Sut L
Hae v &
Var

(“0” désigne la loi admettant une charge 1 en 0).
IV-4 : montrer que

P(|Sy, — Sa,| = ev/ar) < P(lvy — a] > 53at) +P( max |Sk — 5., | > evar).

|k—at|<e3a

Utiliser 'inégalité de Kolmogorov pour conclure.

‘Cinqiéme exercice : martingales.‘
V-1 : on suppose que (X,,),>1 est une martingale, et on suppose que | X, | et | X, —X,_1|
sont uniformément bornées par une constante indépendante de n. Montrer que si 7 est
un temps d’arrét, alors E(X,) = E(X;).
V-2 : soit (Y;);>1 une suite i.i.d. de v.a.r. centrées et de variance o2. On pose

X, =()_Y,)? —no®.

k<n

Montrer que (X,,),>1 est une martingale.
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(Q, B,IP) désignera l’espace probabilisé commun a toutes les variables aléatoires de ce sujet.
Les exercices sont indépendants les uns des autres.
On pourra admettre des résultats de questions antérieures, et poursuivre...

1l vaut mieux faire quelques questions proprement qu’en faire un tas sans rien jamais démontrer!

Premier exercice : une amélioration de I’inégalité de Biénaymé - Tchebyshev.
On se donne une suite (X,,),>1 de v.a.r. iid. de loi commune d’espérance m et de
variance 02 > 0. Onnote S,, = X1 + ...+ X,,, et X,, = S,
On suppose en outre qu’il existe une constante A > 0 telle que |X1| < A P-p.s.. On
suppose que B > ¢2. On se propose d’établir qu’alors si 0 < 3 < sz et n>1,

P(IX, —m| > BA) < 2~ 55"

I-1: décrire en quoi une telle inégalité constitue une amélioration de 'inégalité classique
de Biénaymé - Tchebyshev 7

I-2: montrer que si X est une v.a.r. positive, alors X est limite simple croissante d’une
suite de v.a.r. positives simples et o(X)-mesurables.

I-3: montrer que si X LY sont deux v.a.r. indépendantes positives, alors intégrables ou

pas
E(XY) =E(X)E(Y) avec la convention 0 x (4+o00) = 0.

I-4: montrer que si a, 3 > 0 et n > 1, alors e*?4P(X,, —m > pA) < E(e%(xl_m))”.
I-5: montrer que si |t| <1, alors e! <1+t + 2, et en déduire que si a < 54, alors
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n_

54, alors

I-6: utiliser (1 + £)” < e? si t > 0 pour en déduire que si a <
n

_ o2
P(X, —m>pA)<e R aBA

I-7: conclure en minimisant la fonction en « ci-dessus, et en changeant les signes.

|Deuxiéme exercice. |
Supposons que X est une var de fonction de répartition F' continue strictement crois-
sante. Montrer qu’alors
II-1: F(X) suit une loi uniforme sur [0, 1].
I1-2: —In F(X) suit une loi exponentielle positive. De quel parametre 7

| Troisieme exercice. |
Soit (X,Y) un couple de v.a.r. dont la loi est donnée par

XY ed)=C | X o [ [ tpms@dme )@y |,

n>0

ou C' > 0 est une constante, A € B(R), d,, désigne la masse de Dirac au point n, et m
désigne la mesure de Lebesgue sur la droite R.

III-1: calculer C', puis déterminer Px et Py.

ITI-2: les variables X et Y sont-elles indépendantes? Calculer E(XY) s’il y a lieu
(justifier).

‘Quatri‘eme exercice.
Soient f et g deux fonctions mesurables positives définies sur 2, (2, B,P) étant un
espace probabilisé. Montrer que si fg > 1 P-p.s., alors

E(f)E(g) = 1.

Indication : on pourra s’intéresser a une inégalité de Holder d’exposants (2, 1)).
g 272

‘Cinqui"eme exercice.‘
Soit h : 2 —]0, +o0[ mesurable, positive, (€2, B,P) étant un espace probabilisé. Noter
A =E(h). Montrer que

V1+ A2 <E(V1+h?) <1+ A.

Si P désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1], et si h est continue, avec h = f’, donner
une interprétation géométrique de cette double inégalité.

|Sixieéme exercice. |
Donner un exemple d’un triplet de trois v.a.r. (X,Y, Z) qui soit deux & deux indépedant
sans étre indépendant (on pourra penser a des évenements liés a trois lancés de dés
indépendants, mais cela n’a rien d’obligatoire).




