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1.5.2. Les absolument continues sur Rn 9
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4.1. Variables et vecteurs aléatoires 23
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CHAPITRE 1 1

Unicité et existence des probabilités

En intégration de Licence, le lecteur aura traité l’étude des espaces mesurables (Ω,B),
et des mesures positives µ sur ces espaces. Il aura ensuite construit sur ces triplets
(Ω,B, µ) la théorie de l’intégration, en partant des indicatrices, puis passant aux fonctions
simples, puis aux mesurables positives, et enfin il aura définit l’espace L1(µ) des fonctions
f : Ω → R mesurables intégrables, donc celles pour lesquelles la quantité

∫

Ω

f(ω)dµ(ω) =

∫

fdµ

est bien définie. Tous les théorèmes du cours d’intégration de Licence seront valables
dans le cours qui va suivre, pour la raison simple qui suit :

les espaces de probabilités sont les espaces mesurés équipés d’une mesure
positive P telle que

P(Ω) = 1 (Poids total égal à 1)

La mesure finie garantit l’intégrabilité des constantes.
Nous parlerons d’espérance plutôt que d’intégrale, et nous noterons

E(f) = Eµ(f) =

∫

fdµ.

Avant d’aller vers les spécifités du calcul des probabilités, nous développons dans ce
premier chapitre quelques résultats fondamentaux au sujet de l’existence et l’unicité des
probabilités.

Pour ce qui est de l’existence nous avons opté pour des critères pratiques. Nous aurions
pu développer la théorie de la régularité et le théorème de représentation de Riesz.

Nous noterons 1A la fonction indicatrice d’un ensemble A.

1.1. Tribu, mesure, algèbre, π-système, générateur.
Dans tout ce qui suit Ω désigne un ensemble (l’espace des événements élémen-

taires), et B une tribu ou σ-algèbre de parties de Ω, à savoir







Ω ∈ B;
A ∈ B ⇒ Ω \A =: Ac ∈ B;
An ∈ B, n ≥ 0 ⇒ ∪nAn ∈ B.

On appelle B l’ensemble des événements observables, ou mesurables. Il est naturel
de le munir à priori d’une structure de tribu, dans la mesure où :

– le tout sans restriction (Ω) est observable;
– si on sait observer A, on sait observer non A, i.e. Ac;
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– si pour chaque n on sait observer An, on sait observer l’événement “l’un des An s’est
produit”, i.e. ∪nAn.

Observons que si An ∈ B, n ≥ 0, alors

lim inf An := {ω ∈ Ω : ∃n0(ω), ω ∈ ∩n≥n0(ω)An} = ∪n ∩p≥n Ap et
lim supAn := {ω ∈ Ω : Card{n : ω ∈ An} = ∞} = ∩n ∪p≥n Ap

sont dans B. On a (exercice)

{
∩nAn ⊂ lim inf An ⊂ lim supAn ⊂ ∪nAn;
lim inf An = lim supAn ⇔ ∀ω ∈ Ω, (1An

(ω))n converge.

Le couple (Ω,B) est appelé un espace mesurable. Une mesure positive µ sur ce
dernier est une fonction d’ensembles µ : B → R+ ∪ {+∞} telle que

{
µ(∅) = 0;
µ(∪nAn) =

∑

n µ(An) si les An sont deux à deux disjoints et dans B (σ-additivité).

Un sous-ensemble E ⊂ P(Ω) est dit générateur si l’intersection de toutes les tribus
contenant E - qui en est une, cöıncide avec B. On note alors

B = σ(E).

Une algèbre est un sous ensemble A ⊂ P(Ω) stable par complémentation et union
finie, et contenant ∅.

Un π-système est un sous-ensemble de P(Ω) stable par intersections finies.

1.2. Théorème π − λ et unicité. Théorème des classes monotones.
Un λ-système est une classe de parties de Ω contenant Ω, stable par complémentation,

et stable par unions dénombrables disjointes. Vous avez déjà vu en Licence les deux
résultats suivants :

Théorème π − λ (Dynkin). Si le π-système Π est contenu dans un λ-système Λ,
alors σ(Π) ⊂ Λ.

Celui-ci permet de démontrer le suivant :

Théorème d’unicité. Soit Π un π-système tel que σ(Π) = B. Soient P1 et P2 deux
mesures de probabilité sur B, et qui cöıncident sur Π. Alors elles sont identiques.

Preuve. La classe des éléments de B sur lesquels P1 et P2 cöıncident, est un λ-
système, contenant Π. Elle contient donc σ(Π) = B, et donc P1 = P2 sur B.

Nous aurons besoin, au Chapitre 11, d’un théorème des classes monotones : une
classe monotone est une classe de parties d’un ensemble stable par unions dénombrables
croissantes, et intersections dénombrables décroissantes.
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Théorème des classes monotones (Halmos). Si A est une algèbre de parties
d’un ensemble Ω, et si M est une classe monotone sur Ω, contenant A, alors

σ(A) ⊂ M.

Preuve. Notons M(A) la classe monotone engendrée par A : une intersection de
classes monotones en est une, il y en a qui contiennent A, et l’intersection de toutes
celles qui contiennent A vaut M(A), par définition.

On a donc M(A) ⊂ M, et il nous suffit, pour montrer que σ(A) ⊂ M, de montrer
que M(A) est une σ-algèbre.

Notons G = {A : Ac ∈ M(A)}. Puisque M(A) est une classe monotone, G en est une
aussi. Puisque A est une algèbre, A ⊂ G. Et donc M(A) ⊂ G, i.e. M(A) est stable par
complémentation.

Notons G1 = {A : B ∈ A ⇒ A ∪ B ∈ M(A)}. Alors G1 est une classe monotone
contenant A, et donc M(A) ⊂ G1.

Notons G2 = {A : B ∈ M(A) ⇒ A ∪ B ∈ M(A)}. C’est une classe monotone, et qui
contient A, puisque M(A) ⊂ G1. Donc M(A) ⊂ G2, i.e. M(A) est stable par unions
finies.

Et donc M(A) est une algèbre, et une classe monotone. C’est donc une σ-algèbre.

1.3. Existence.
Le théorème d’existence nous permettra de construire effectivement des lois de prob-

abilités. Une probabilité sur une algèbre A se définit à l’instar de ce qu’il en est
d’une tribu, à ceci près qu’on va rajouter, pour la σ-additivité, que ∪nAn ∈ A (ce qui
n’est pas automatique).

Théorème d’existence. Soit P une probabilité sur une algèbre A. Alors il existe
une unique probabilité P̃ sur σ(A), qui cöıncide avec P sur A.

Preuve. La preuve repose sur l’utilisation de la mesure extérieure P∗, et est pour
l’essentiel dûe à Carathéodory. On pose

P∗(E) = inf
An∈A,

E⊂∪nAn

∑

n

P(An), E ⊂ Ω.

Considérons

M = {A ⊂ Ω : ∀E ⊂ Ω, P∗(A ∩ E) + P∗(Ac ∩E) = P∗(E)}.

Nous allons montrer que sur M, P∗ est une probabilité, que M est une tribu, et que A ⊂
M, et enfin que P∗ et P cöıncident sur A. L’unicité de l’extension résultera simplement
du théorème d’unicité pré-cité.
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Les propriétés suivantes de P∗ sont élémentaires à démontrer (propriétés de l’inf) :

(i) : P∗(∅) = 0;
(ii) : P∗ ≥ 0 (positivité);
(iii) : A ⊂ B ⇒ P∗(A) ≤ P∗(B) (monotonie);
(iv) : P∗(∪nAn) ≤∑n P∗(An) (sous-σ-additivité).

Remarquons que A ∈ M ⇔ P∗(A∩E) + P∗(Ac ∩E) ≤ P∗(E) pour tout E ⊂ Ω, puisque
l’inégalité contraire résulte de la sous-additivité (iv).

Lemme 1. M est une algèbre.

Preuve du Lemme 1. Par (i), et par définition de M, M contient ∅ et est stable
par complémentation. Soient A,B ∈ M et soit E ⊂ Ω : alors

P∗(E) = P∗(B ∩ E) + P∗(Bc ∩ E) (B ∈ M)
= P∗(A ∩B ∩E) + P∗(Ac ∩B ∩ E) + P∗(A ∩Bc ∩E)

+P∗(Ac ∩Bc ∩E) (A ∈ M, deux fois)
≥ P∗(A ∩B ∩E) + P∗((A ∩B)c ∩ E) ((iv)).

Donc A ∩B ∈ M.

Lemme 2. Si les An constituent une suite finie ou infinie d’éléments deux à deux
disjoints de M, alors quel que soit E ⊂ Ω,

P∗(E ∩ (∪nAn)) =
∑

n

P∗(E ∩An).

Preuve du Lemme 2. Supposons que la suite soit finie, et à deux termes A1, A2, pour
commencer. Alors P∗(E∩(A1∪A2)) = P∗(E∩(A1∪A2)∩A1)+P∗(E∩(A1∪A2)∩Ac

1) =
P∗(E ∩ A1) + P∗(E ∩ A2) car A1 ∩ A2 = ∅ (on a simplement écrit la condition A1 ∈ M
pour l’ensemble Ẽ = E ∩ (A1 ∪ A2)).

Si la suite est finie, raisonner par récurrence, en écrivant la condition An ∈ M, pour
l’ensemble Ẽ = E ∩ (∪k<nAk).

Dans le cas infini, utiliser la monotonie (iii) : P∗(E ∩ (∪kAk)) ≥ P∗(E ∩ (∪k≤nAk) =
∑

k≤n P∗(E ∩ Ak), pour conclure que
∑

n P∗(E ∩ Ak) ≤ P∗(E ∩ (∪nAn)). L’inégalité

contraire résulte de la sous-σ-additivité (iv).

Lemme 3. M est une tribu, et P∗ restreinte à M est σ-additive.

Preuve du Lemme 3. Puisque M est une algèbre, il suffit, pour montrer qu’elle est
une tribu, de montrer qu’elle est stable par unions dénombrables disjointes.
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Soit (An) une suite disjointe dans M et posons Un = ∪k≤nAk, n ≥ 1. Posons aussi
U = ∪nAn. On a P∗(E ∩ Un) + P∗(E ∩ U c

n) = P∗(E), pour tout n et E ⊂ Ω.

Par monotonie, P∗(E ∩ U c
n) ≥ P∗(E ∩ U c), et par le Lemme 2, P∗(E ∩ Un) =

∑

k≤n P∗(E ∩ Ak). Donc pour chaque n, P∗(E) ≥ ∑

k≤n P∗(E ∩ Ak) + P∗(E ∩ U c),

et par passage à la limite, P∗(E) ≥∑n P∗(E ∩ An) + P∗(E ∩ U c), ce qui par le Lemme
2, encore, s’écrit P∗(E) ≥ P∗(E ∩ U) + P∗(E ∩ U c). Donc U ∈ M.

Lemme 4. A ⊂ M.

Preuve du Lemme 4. Soient A ∈ A, ε > 0, et E ⊂ Ω. Soit (An) dans A telle
que

∑

n P(An) ≤ P∗(E) + ε, et E ⊂ ∪nAn. Soient Bn = A ∩ An et Cn = Ac ∩ An :
Bn, Cn ∈ A.

On a E ∩A ⊂ ∪nBn, et E ∩Ac ⊂ ∪nCn. Par définition de P∗ et additivité finie de P,
on a

P∗(E ∩ A) + P∗(E ∩ Ac) ≤
∑

n

P(Bn) +
∑

n

P(Cn) =
∑

n

P(An) ≤ P∗(E) + ε,

ce qui démontre le lemme si l’on fait tendre ε vers 0.

Fin de la preuve du théorème : il ne reste qu’à vérifier que P∗ = P sur A. Par définition
de P∗, P∗(A) ≤ P(A) si A ∈ A.

Si (An) recouvre A dans A, par sous-σ-additivité de P sur A, il vient P(A) ≤
∑

n P(An), et en passant à l’inf sur ces recouvrements, on obtient P(A) ≤ P∗(A).

Remarque. La classe M à laquelle s’étend P est souvent bien plus large que σ(A). Elle
contient notamment les ensembles P-négligeables, i.e. les sous-ensembles des ensembles
de σ(A) qui sont de mesure nulle.

Exemple. Construction de la mesure de Lebesgue m sur [0, 1]. On considère l’algèbre
A des unions finies disjointes de sous-intervalles de [0, 1] (vérifier que c’est une algèbre).

Pour ∪iIi ∈ A, on pose m(∪iIi) =
∑

i longueur(Ii). Il faut vérifier que c’est une
bonne définition, puis que si une telle union s’écrit comme union dénombrable disjointe
de telles unions, alors la série des sommes de longueur redonne bien la somme de longueurs
initiales. On peut faire cela autrement, ainsi que nous l’indique le Lemme qui suit, en
vérifiant que si (An) ∈ A est telle que An+1 ⊂ An et que ∩nAn = ∅, alors m(An) → ∅.

Lemme (Continuité en ∅). Soit P : A → [0, 1] telle que A soit une algèbre, P(Ω) =
1, et si A ∩ B = ∅ avec A,B ∈ A, alors P(A ∪ B) = P(A) + P(B). Alors P est une
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probabilité sur A si et seulement si P est continue en ∅, à savoir si (An) dans A et
An+1 ⊂ An et ∩nAn = ∅, alors P(An) → 0.

Preuve. Supposons que P soit une probabilité. Alors si la suite (An) décrôıt dans
A vers ∅, posons Bn = An \ An+1. On a Bn ∈ A et les Bn sont deux à deux disjoints,
d’union A0. Donc

∑

n P(Bn) = P(A0). Et P(AN ) =
∑

n≥N P(Bn) → 0.

Réciproquement, soit (Bn) une suite dans A, de termes deux à deux disjoints, et
telle que ∪nBn = A0 ∈ A. Alors si nous posons An = ∪k≥nBk, la suite (An) est dans
A, et décrôıt, et ∩An = ∅. Donc P(An) → 0. Mais P(A0) = P((∪k<nBk) ∪ An) =
∑

k<n P(Bk) + P(An), et donc P(∪nBn) =
∑

n P(Bn).

Continuation de l’exemple. Donnons nous donc (An) une suite décroissante d’unions
finies d’intervalles de [0, 1] telle que ∩nAn = ∅. Nous voulons vérifier que m(An) → 0.
Soit ε > 0. Pour chaque n, nous pouvons trouver une union finie disjointe d’intervalles
fermés K0

n ⊂ An telle que
m(An \K0

n) ≤ ε
/

2n+1.

Posons Kn = K0
1 ∩ . . . ∩K0

n. Alors la suite (Kn) est une suite décroissante de compacts
de R, et d’intersection vide. Il s’ensuit qu’il existe n0 tel que n ≥ n0 ⇒ Kn = ∅. Alors
pour n ≥ n0,

m(An) = m(An \Kn) = m(An ∩ (∩s≤nK
0
s )c) ≤

∑

s≤n

m(As ∩ (K0
s )c) ≤

∑

s

ε
/

2s+1 = ε,

et donc on a montré que m(An) → 0.
Par application du Lemme de continuité en ∅, il s’ensuit que m est une probabilité

sur A. Le théorème d’existence nous donne alors l’existence d’une unique mesure de
probabilité sur ([0, 1], σ(A)) telle que m(I) = longueur(I) si I ⊂ [0, 1] est un intervalle.
C’est la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Remarquons que σ(A) = {A ∩ [0, 1] : A ∈ B(R)}, où B(R) désigne la tribu borélienne
de R.

1.4. Loi image, et conditions de compatibilité de Kolmogorov.
D’abord, supposons donnés deux espaces probabilisables (Ω,B) et (Ω′,B′), et une

application f : Ω → Ω′ qui soit (B,B′)-mesurable. Si P est une probabilité sur (Ω,B),
alors posons, pour B′ ∈ B′,

Pf (B′) = P(f−1B′).

On vérifie sans peine que Pf est une probabilité sur (Ω′,B′), dite loi image de P

par f .
Quelques notations préliminaires s’imposent : notons Tn := B(Rn) la tribu boré-

lienne de Rn, à savoir celle engendrée par les ouverts. Notons φn : Rn+1 → Rn la
projection canonique définie par φn(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , xn−1). Notons πn : RN → Rn

la projection définie par πn((xk)) = (x0, . . . , xn−1).
Notons T = σ(∪nπ

−1
n (Tn)). C’est une tribu sur RN.
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Théorème d’extension de Kolmogorov. Supposons donnée (Pn) une suite telle
que

{
(i) : Pn est une probabilité sur (Rn, Tn), pour chaque n ≥ 0;
(ii) : l’image de Pn+1 par φn est Pn ((Pn+1)φn

= Pn), n ≥ 0.

Alors il existe une unique probabilité P sur (RN, T ), telle que pour chaque n,

Pπn
= Pn.

Preuve. Montrer que A := ∪nπ
−1
n (An) est une algèbre, où An est l’algèbre sur Rn

des unions finies disjointes de pavés de Rn, un pavé étant le produit cartésien de n
intervalles réels.

Poser, pour A ∈ A, P(A) = Pn(πn(A)), si A ∈ π−1
n (An), et vérifier que c’est une

bonne définition, en utilisant (ii), et le fait que φn ◦ φn+1 . . . ◦ φn+m ◦ πn+m+1 = πn, si
n,m ≥ 1.

En utilisant (i) et (ii), il est facile de vérifier que P : A → [0, 1] est additive, et que
P(RN) = 1.

Mais il faut aussi montrer la continuité de P en ∅ : supposons donc que (Ak) soit
décroissante dans A, et que ∩kAk = ∅. Par définition de A, pour chaque entier k, il en
existe un autre, nk, tel que Ak = π−1

nk
(Bnk

), où Bnk
est une union finie disjointe de pavés

de Rnk .

Lemme de régularité. Soit P̃ une mesure de probabilité borélienne sur Rn. Alors
quel que soit le pavé P de Rn, P̃(P ) est égal au sup de l’ensemble des P̃(K), où K
parcours l’ensemble des pavés compacts contenus dans P .

Preuve du Lemme de régularité. Pour l’essentiel il s’agit de vérifier les différents
cas de figures possibles concernant P . D’autre part, le cas de n = 2 révèle déjà l’ensemble
des circonstances éventuellement rencontrées.

Nous nous limiterons donc à ne démontrer le Lemme que dans le cas très (mais pas
trop) particulier P = [0, 1[×[5,+∞[, à titre d’exemple. Notons alorsKt = [0, 1− 1

t [×[5, t],

t ≥ 1. Il est clair que Kt ↑ P , et donc P̃ étant une mesure de probabilités, P̃(Kt) ↑ P̃(P ).
Enfin l’on remarque que Kt est compact.

Fin de la preuve du théorème d’extension de Kolmogorov : soit ε > 0 et pour chaque
k ≥ 1 et Bnk

, choisissons K0
nk

⊂ Bnk
compact et tel que Pnk

(Bnk
\K0

nk
) < ε

/
2nk+1.

Nous pouvons supposer en outre, sans contrainte supplémentaire, que la suite (nk)k est
strictement croissante.

Posons Kk = ∩s≤kπ
−1
ns

(K0
ns

), k ≥ 1. Alors la suite (Kk)k≥1 est une suite décroissante

dans RN.
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Supposons, contrairement à la conclusion recherchée, que infk≥1 P(Ak) > ε. Alors

P(Ak \Kk) = P(Ak ∩ (∩s≤kπ
−1
ns

(K0
ns

))c)

≤ ∑

s≤k P(Ak ∩ (π−1
ns

(K0
ns

)c))

≤ ∑

s≤k P(As ∩ π−1
ns

((K0
ns

)c))

=
∑

s≤k P(π−1
ns

(Bns
∩ (K0

ns
)c))

=
∑

s≤k Pns
(Bns

∩ (K0
ns

)c)

≤ ∑

s≤k ε
/

2ns+1 ≤ ε
/

2,

et donc P(Kk) > ε/2. Ainsi (Kk)k≥1 est une suite décroissante non-vide.

Pour chaque k ≥ 1, choisissons x(k) ∈ Kk. Alors πnk
(x(s)) ∈ K0

nk
, si s ≥ k. Par

compacité de K0
nk

, et par extraction diagonale, il existe une suite (kj)j≥1 croissante telle

que pour chaque n, il existe xn = limj x
(kj)
n ∈ R.

Mais alors, pour chaque k, (x0, . . . , xnk−1) = limj(x
(kj)
0 , . . . , x

(kj)
nk−1) ∈ K0

nk
. Et donc

si x = (xn)n≥0, il s’ensuit que pour chaque k, x ∈ Kk ⊂ Ak, et donc que x ∈ ∩kAk, ce
qui contredit ∩kAk = ∅. Conclure en utilisant le théorème d’extension.

Exemple : notons P la probabilité sur (R,B(R)) définie par

P(A) = (1 − p)1A(0) + p1A(1),

où p ∈]0, 1[ est un paramètre fixé. Vérifier que c’est une probabilité.
Poser sur (Rn, Tn), Pn = P⊗. . .⊗P (n-fois), la mesure produit, qui est une probabilité.
Vérifier que les hypothèses du théorème sont satisfaites, et en déduire l’existence d’une

unique probabilité P∞ sur (RN, T ). Elle est parfois notée P⊗N.
Remarquer que

P∞({(xn) ∈ RN : ∃n ≥ 0, xn /∈ {0, 1}}) = 0,

et donc on peut s’astreindre à ne considérer P∞ que comme une probabilité sur
({0, 1}N, T ∩ {0, 1}N), où T ∩ {0, 1}N est un raccourci pour {A ∩ {0, 1}N : A ∈ T }.

L’espace ainsi défini ({0, 1}N, T ∩ {0, 1}N,P∞) sert de modèle à l’expérience aléatoire
qui consiste en une suite de jets indépendants d’une pièce d’équilibrage p : si x ∈ ∩{0, 1}N

est le résultat de cette expérience, nous dirons que le iième lancé fut pile si xi = 1, face
sinon.

Un autre exemple. Soit (P̃n)n≥0 une suite de probabilités boréliennes (i.e. sur

(R,B(R))). Notons Pn = P̃0 ⊗ . . .⊗ P̃n la probabilité produit associée sur (Rn,B(Rn)).
Alors la suite (Pn) satisfait aux conditions d’application du théorème d’extension de
Kolmogorov.
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1.5. Autres constructions de probabilités.

1.5.1. Le cas des espaces finis ou dénombrables.

La rubrique ici correspond à la configuration suivante : Ω est fini ou dénombrable,
et B = P(Ω).

Si P est une probabilité sur (Ω,B), alors puisque ({ω})ω∈Ω est finie ou dénombrable,
∑

ω∈Ω P({ω}) = 1, et si A ⊂ Ω, P(A) =
∑

ω∈A P({ω}).
Réciproquement, si (pω)ω∈Ω est une suite indexée par Ω telle que pω ≥ 0 et

∑

ω pω = 1,
alors il est aisé de vérifier que P(A) :=

∑

ω∈A pω définit bien une probabilité sur (Ω,B).

Exemple : la loi de Poisson de paramètre λ > 0, P(λ), est la probabilité P définie
sur N telle que

pn = e−λ λ
n

n!
.

1.5.2. Les absolument continues sur Rn.

Supposons (Ω,B) = (Rn,B(Rn)). Soit f : Rn → R (B(Rn),B(R))-mesurable, posi-
tive, et telle que ∫

fdmn = 1,

où mn désigne la mesure de Lebesgue sur Rn. Posons

P(A) =

∫

f1Admn, A ∈ B(Rn).

Alors P est bien définie puisque 0 ≤ f1A ≤ f et f ∈ L1(mn). De plus P(Rn) =
∫
fdmn =

1. Enfin A∩B = ∅ ⇒ 1A+1B = 1A∪B, et donc P(A∪B) = P(A)+P(B). La σ-additivité
de P se vérifie grâce au théorème de Beppo-Lévi (convergence monotone), en observant
que si les An sont deux à deux disjoints,

∑

n

1An
= 1∪nAn

.

Les probabilités boréliennes ainsi définies sur Rn sont dites absolument continues.
On appelle la fonction f , unique modulo les ensembles négligeables, sa densité.

Exemple : la loi Normale centrée réduite N (0, 1) est la probabilité absolument
continue sur R de densité

f(x) =
1√
2π
e−

x2

2 .

On vérifie que f est mesurable car continue, positive, intégrable par théorème de com-
paraison en ±∞.

Il reste à s’assurer de ce que
∫
fdm = 1. L’astuce pour ce faire est la suivante (on

passe en coordonnées polaires dans le plan) :

(
∫
fdm)2 =

∫

R2 f(x)f(y)dxdy

= 1
2π

∫

θ∈[0,2π[

∫

0<ρ<∞ ρe−
ρ2

2 dρdθ

= 1.



10

Chapitre 2
Décomposition des mesures et dérivées de Radon-Nykodim

2.1. Mesures complexes et variation totale.
Pour E ∈ B, nous notons Part(E) l’ensemble des partitions finies ou dénombrables

de E en éléments de B deux à deux disjoints. Une mesure complexe sur (Ω,B) est une
fonction d’ensembles µ : B → C telle que quel que soit E ∈ B, et (Ei) ∈ Part(E),

µ(E) =
∑

i

µ(Ei).

Remarquons que par réindexation, si (Ei) ∈ Part(E), la définition impose que
∑

i |µ(Ei)| <∞, puisque la convergence commutative équivaut à la convergence absolue
dans C. Définissons pour E ∈ B,

|µ|(E) = sup
∑

i

|µ(Ei)|,

le sup étant pris sur l’ensemble des éléments (Ei) ∈ Part(E). On appelle |µ| ainsi définie
la variation totale de µ.

Théorème 1. Si µ est une mesure complexe sur (Ω,B), alors sa variation totale |µ|
est une mesure positive sur (Ω,B).

Preuve. Il s’agit de montrer la σ-additivité de |µ| sur B. Soient E ∈ B, (Ei) ∈
Part(E), et pour chaque i, ti < |µ|(Ei). Soit (Ai,j)j ∈ Part(Ei) telle que

∑

j |µ(Ai,j)| >
ti, pour chaque i. Alors (Ai,j) ∈ Part(E), et donc

∑

i ti <
∑

i,j |µ(Ai,j)| ≤ |µ|(E), par

propriété du sup. Les ti étaient arbitraires, et donc
∑

i |µ|(Ei) ≤ |µ|(E).
Réciproquement, si (Aj) ∈ Part(E), posons Ai,j = Ei ∩Aj . Alors

∑

j

|µ(Aj)| =
∑

j

∣
∣
∣
∣
∣

∑

i

µ(Aj ∩ Ei)

∣
∣
∣
∣
∣
≤
∑

i,j

|µ(Aj ∩ Ei)| ≤
∑

i

|µ|(Ei),

et par passage au sup on en déduit l’inégalité contraire.

Théorème 2. |µ|(Ω) < ∞ si µ est une mesure complexe. Donc la variation totale
d’une mesure complexe est une mesure positive finie.

Preuve. Il s’agit de montrer que |µ|(Ω) <∞, d’après le Théorème qui précède. Pour
cela utilisons un petit lemme technique :
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Lemme 1. Si z1, . . . , zn ∈ C, il existe S ⊂ {1, . . . , n} tel que

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j∈S

zj

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≥ 1

6

∑

i

|zi|.

Preuve du Lemme 1. Notons w =
∑

i |zi|. Découpons le plan complexe C = R2

en quatre quadrans délimités par les deux droites d’équations y = ±x. L’un de ces
quadrans, disons Q, est tel que

∑

zj∈Q

|zj | ≥
1

4
w.

Pour simplifier, supposons que Q = {|y| ≤ x}. Alors si z ∈ Q, Re(z) ≥ |z|
/ √

2, et si
S = {j : zj ∈ Q}, il vient

|
∑

j∈S

zj | ≥
∑

j∈S

Re(zj) ≥
1√
2

∑

j∈S

|zj | ≥
1

4
√

2
w.

Lemme 2. Si E ∈ B est tel que |µ|(E) = ∞, alors il existe (A,B) ∈ Part(E) telle
que |µ(A)| > 1 et |µ|(B) = ∞.

Preuve du Lemme 2. Soit ε > 0. On sait que pour t <∞, il existe (Ei) ∈ Part(E)
telle que t <

∑

i |µ(Ei)|. Choisissons t = 6(1 + |µ(E)|+ ε).
Alors il existe n tel que

∑

i≤n |µ(Ei)| > t. Appliquons le Lemme 1 à zi = µ(Ei), i ≤ n
: il vient un S et si A = ∪i∈SEi,

|µ(A)| > t/6 ≥ 1.

Ensuite posons B = E − A. On a

|µ(B)| ≥ |µ(E) − µ(A)| ≥ |µ(A)| − |µ(E)| > t/6 − |µ(E)| = 1.

Puisque |µ|(E) = |µ|(A) + |µ|(B), l’un des deux est infini. Echanger au besoin les ròles
de A et B pour conclure.

Pour prouver le Théorème 2, nous allons raisonner par l’absurde et supposer |µ|(Ω) =
∞. On pose B0 = Ω. Par le Lemme 2, de façon inductive, on construit deux suites
(An)n≥1 et (Bn)n≥1 dans B telles que

– (Bn) ↓ et pour chaque n, |µ|(Bn) = ∞;
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– les An sont deux à deux disjoints, et |µ(An)| > 1.

Posons alors A = ∪An : on a µ(A) =
∑

n µ(An), et donc par convergence de la série, il
faut que µ(An) → 0. Or |µ(An)| > 1.

Notons M(Ω,B) l’ensemble des mesures complexes sur (Ω,B). C’est un C-e.v. muni
des lois

(λµ+ βν)(A) = λµ(A) + βν(A), A ∈ B.

Il est normé par

||µ|| = |µ|(Ω).

Pour information, une mesure signée est une mesure complexe à valeurs réelles. Les
parties positives et négatives d’une mesure signée sont définies par

µ+ =
1

2
(|µ| + µ) et µ− =

1

2
(|µ| − µ).

Ce sont des mesures positives finies, et l’on a la décomposition de Jordan de µ :

µ = µ+ − µ−.

Exemple. Soit µ une mesure positive sur (Ω,B), et soit f ∈ L1(µ). Alors

λf (E) =

∫

E

fdµ, E ∈ B,

définit une mesure complexe sur (Ω,B) (utiliser ici non plus Beppo-Lévi, mais le théorème
de convergence dominée).

2.2. Absolue continuité et singularité.

Soient λ et µ deux mesures complexes sur (Ω,B). Nous dirons que λ est absolument
continue relativement à µ, et nous noterons λ<<µ, si

µ(E) = 0 ⇒ λ(E) = 0, E ∈ B.

Nous dirons que µ est portée par A ∈ B si E ∈ B ⇒ µ(E) = µ(E ∩ A).

Nous dirons que λ et µ sont singulières, ou étrangères, et nous noterons λ ⊥ µ,
si il existe A,B ∈ B, disjoints, tels que A porte λ et B porte µ.

Voici quelques propiétés :
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Proposition. Supposons que µ, λ, λ1, λ2 soient des mesures complexes sur (Ω,B),
avec µ positive. Alors

(a) : si λ est portée par A, |λ| aussi;
(b) : si λ1 ⊥ λ2, alors |λ1| ⊥ |λ2|;
(c) : si λ1 ⊥ λ et λ2 ⊥ λ, alors λ1 + λ2 ⊥ λ;
(d) : si λ1<<λ et λ2<<λ, alors λ1 + λ2<<λ;
(e) : si λ<<µ, alors |λ|<<µ;
(f) : si λ1<<λ et λ2 ⊥ λ, alors λ1 ⊥ λ2;
(g) : si λ1 ⊥ λ et λ1<<λ, alors λ ≡ 0.

Preuve. Exercice.

2.3. Décomposition de Lebesgue et dérivée de Radon-Nikodym.

Lemme préliminaire 1. Soit (H, || ||) un espace de Hilbert sur le corps K réel ou
complexe, avec le produit scalaire noté < h, h′ >. Si u ∈ L(H,K), il existe un unique
h ∈ H tel que pour tout t ∈ H,

u(t) =< t, h > .

Preuve. Si u ≡ 0, prendre h = 0. Sinon H = Ker(u) ⊕ Ker(u)⊥, une somme
directe orthogonale de sous-espaces fermés. Soit v ∈ Ker(u)⊥ tel que u(v) = 1. Soit
s ∈ Ker(u)⊥ : alors s− u(s)v ∈ Ker(u) ∩Ker(u)⊥ = {0}, et donc s = u(s)v.

Soit k ∈ H : alors on a la décompostion en somme directe k = y + w, y ∈ Ker(u),
w ∈ Ker(u)⊥. Donc k = y + u(w)v = y + u(k)v. Et

< k, v >=< y, v > +u(k) < v, v >= u(k)||v||2.
Choisir h = v

/
||v||2, et vérifier l’unicité.

Lemme préliminaire 2. Soit µ une mesure positive finie sur (Ω,B), et ∆ ⊂ C un
sous-ensemble fermé. Soit f ∈ L1(µ) et supposons que pour tout E ∈ B, si µ(E) > 0,

AE(f) :=
1

µ(E)

∫

f1Edµ ∈ ∆.

Alors µ{ω ∈ Ω : f /∈ ∆} = 0.

Preuve. Soit B une boule fermée de centre α et de rayon r > 0 incluse dans ∆c. Il
suffit de montrer que pour une telle boule, si E = f−1B, µ(E) = 0. Sinon, nous aurions

|AE(f) − α| =

∣
∣
∣
∣

1

µ(E)

∫

1E(f − α)dµ

∣
∣
∣
∣
≤ 1

µ(E)

∫

E

|f − α|dµ ≤ r,

et donc AE(f) ∈ B ⊂ ∆c, ce qui est absurde.
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Théorème de Radon-Nikodym. Soient λ et µ deux mesures complexes sur (Ω,B),
avec µ positive.

(i) : il existe un unique couple (λs, λa) de mesures complexes sur (Ω,B) tel que λs ⊥ µ,
λa<<µ, et λ = λs + λa.

(ii) il existe un unique h ∈ L1(µ) tel que pour A ∈ B, λa(A) =
∫

1Ahdµ. On appelle
h le dérivée de Radon-Nikodym de λa relativement à µ, et on note

dλa = hdµ ou encore h = dλa

/
dµ.

Preuve. Commençons par l’unicité dans (i). Si un autre couple existe, alors λa−λ′a =
λ′s − λs, qui, d’après la proposition précédente, est une mesure complexe à la fois abso-
lument continue et étrangère relativement à µ. Et donc elle est nulle.

Pour l’existence, commençons par remarquer que λ = Re(λ)+−Re(λ)− + i(Im(λ)+−
Im(λ)−), et que donc si nous prouvons l’existence dans le cas de λ positive, elle en
découlera dans le cas général.

Si λ ≥ 0, alors ν = λ + µ est une mesure positive finie sur (Ω,B). Il en découle
(indicatrices, simples, puis Beppo-Lévi pour limites croissantes de simples positives), que
si f : Ω → R est mesurable positive, puis dans L1(ν), alors

∫

fdν =

∫

fdλ+

∫

fdµ.

Si f ∈ L2(ν), alors par Cauchy-Schwarz,

∣
∣
∣
∣

∫

fdλ

∣
∣
∣
∣
≤
∫

|f |dλ ≤
∫

|f |dν ≤
√
∫

|f |2dν
√

ν(Ω),

et donc f 7→
∫
fdλ est une forme linéaire continue sur L2(ν).

Puisque L2(ν) est un Hilbert, il s’ensuit qu’il existe un unique g ∈ L2(ν) tel que pour
toute f ∈ L2(ν),

∫

fdλ =

∫

fgdν =

∫

fgdλ+

∫

fgdµ.

Soit E ∈ B tel que ν(E) > 0, faisons f = 1E : alors λ(E) =
∫

E
gdν, et puisque

0 ≤ λ(E) ≤ ν(E), il s’ensuit que

AE(g) =
1

ν(E)

∫

E

gdν ∈ [0, 1].

Donc on peut supposer 0 ≤ g ≤ 1, et alors on a pour f ∈ L2(ν),

∫

f(1 − g)dλ =

∫

fgdµ. (?)
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Posons A = {g < 1} et B = {g = 1}. Puis posons

λa(E) = λ(E ∩A), λs(E) = λ(E ∩B).

Alors on a λ = λa + λs, et λa ⊥ λs.
Si f = 1B , alors dans (?) on obtient µ(B) = 0. Donc puisque λs est portée par B, on

a λs ⊥ µ.
Soit n ≥ 1 et prenons f = (1 + g + . . .+ gn)1E avec E ∈ B, dans (?). Alors

∫

E

(1 − gn+1)dλ =

∫

E

g(1 + . . .+ gn)dµ.

Le membre de gauche ci-dessus converge vers λa(E), et celui de droite vers
∫

E
g(
∑

n≥0

gn)dµ. Prendre enfin

h = g(1 + g + g2 + . . . ).

Il nous faut conclure par l’unicité de h. Supposons que k ∈ L1(µ) soit tel que pour
tout A ∈ B,

∫

A
hdµ =

∫

A
kdµ. Alors h− k ∈ L1(µ), et quel que soit A, avec µ(A) > 0,

1

µ(A)

∫

A

(h− k)dµ ∈ ∆ = {0},

ce qui montre h− k = 0 µ-p.s., par le Lemme préliminaire 2.

Extension des hypothèses du théorème précédent : (exercice)
il reste vrai pour µ une mesure σ-finie sur (Ω,B).

Exemple : nous avons vu que si 0 ≤ f est mesurable et Lebesgue intégrable sur R, et
que

∫
fdm = 1, alors A 7→ Pf (A) =

∫
f1Adm définit une probabilité sur (R,B(R)). On

sait (Licence) que m(A) = 0 ⇒ f1A = 0 m − p.p. ⇒
∫
f1Adm = Pf (A) = 0, et donc

Pf<<m.
Donc f = dPf

/
dm ∈ L1(m) d’après le théorème précédent.

2.4. Quelques compléments.
Le résultat suivant éclaire la terminologie “absolument continu”:

Théorème 1. Soient µ et λ deux mesures complexes sur (Ω,B), avec µ positive.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) : λ<<µ;
(b) : ∀ε > 0, ∃δ > 0, E ∈ B et µ(E) < δ ⇒ |λ(E)| < ε.

Preuve. Supposons (b), et soit E tel que µ(E) = 0. Alors quelque soit ε > 0,
|λ(E)| < ε, et donc λ(E) = 0.
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Supposons non (b) : alors il existe ε > 0 et pour chaque n un ensemble En ∈ B tel
que µ(En) < 2−n et |λ(En)| ≥ ε. Alors |λ|(En) ≥ ε. Posons A = lim supnEn. Alors
A = ∩n ↓ (∪k≥nEk), et comme µ(∪k≥nEk) ≤∑k≥n 2−k = 21−n, il vient que µ(A) = 0.

D’autre part |λ|(A) = limn |λ|(∪k≥nEk) ≥ ε > 0, et donc λ n’est pas absolument con-
tinue relativement à µ.

Théorème 2. Soit µ une mesure complexe sur (Ω,B). Alors µ<<|µ| et

∣
∣dµ

/
d|µ|

∣
∣ = 1 |µ| − p.s..

Preuve. L’affirmation µ<<|µ| est triviale. Et |µ| est une mesure positive finie sur
(Ω,B). Soit donc h = dµ

/
d|µ| ∈ L1(|µ|). Notons Ar = {|h| < r}, r > 0. Soit (Ei) une

partition de Ar. Alors

∑

i

|µ(Ei)| =
∑

i

∣
∣
∣
∣

∫

Ei

hd|µ|
∣
∣
∣
∣
≤ r

∑

i

|µ|(Ei) = r|µ|(Ar),

et donc, en passant au sup sur les partitions, on a |µ|(Ar) ≤ r|µ|(Ar). Donc si r < 1, on
a |µ|(Ar) = 0. Et donc |h| ≥ 1.

D’autre part, si |µ|(E) > 0, alors

∣
∣
∣
∣

1

|µ|(E)

∫

E

hd|µ|
∣
∣
∣
∣
=

|µ(E)|
|µ|(E)

≤ 1,

et par notre second lemme préliminaire ({|z| = 1} est fermé dans C), cela impose
|h| ≤ 1.

Théorème 3. Soit µ une mesure positive sur (Ω,B), et g ∈ L1(µ). Alors si la mesure
complexe λ est définie par

λ(E) =

∫

E

gdµ,

on a |λ|(E) =
∫

E
|g|dµ, E ∈ B.

Preuve. On sait qu’il existe h ∈ L1(|λ|) telle que |h| = 1 et h = dλ
/
d|λ|. Alors

hd|λ| = gdµ, et donc d|λ| = h̄gdµ.
Mais |λ| et µ sont positives donc h̄g ≥ 0, et donc h̄g = |h̄g| = |h̄||g| = |g|.
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Théorème de décomposition de Hahn. Soit µ une mesure signée sur (Ω,B).
Alors il existe (A,B) ∈ Part(Ω) telle que les variations positives et négatives de µ satis-
fassent

µ+(E) = µ(A ∩ E) et µ−(E) = −µ(E ∩B), E ∈ B.

Preuve. On a dµ = hd|µ| avec |h| = 1. Comme µ est réelle, h l’est aussi. Etant de
module 1, h ne peut valoir que ±1. Posons A = {h = 1} et B = {h = −1}. Alors

1

2
(1 + h) = 1A et

1

2
(1 − h) = 1B ,

et donc puisque µ+ = 1
2 (|µ| + µ), il s’ensuit que

µ+(E) =
1

2

∫

E

(1 + h)d|µ| =

∫

E∩A

hd|µ| = µ(E ∩ A).

Comme µ(E) = µ(E ∩ A) + µ(E ∩ B), et µ = µ+ − µ−, il s’ensuit que µ−(E) =
−µ(E ∩B).

Corollaire : minimalité dans la décomposition de Jordan. Soit µ signée
sur (Ω,B), et supposons que λ1 et λ2 sont deux mesures positives finies sur (Ω,B) telles
que µ = λ1 − λ2. Alors λ1 ≥ µ+ et λ2 ≥ µ−.

Preuve. Puisque µ ≤ λ1, on a µ+(E) = µ(E ∩ A) ≤ λ1(E ∩ A) ≤ λ1(E). De même
µ−(E) = −µ(E ∩B) ≤ λ2(E ∩B) ≤ λ2(E).

Exercices.
1) : supposons que λ, β, et µ soient trois mesures complexes sur (Ω,B), et que β et µ

soient positives. Montrer que si λ<<β<<µ, alors

dλ

dµ
=

(
dλ

dβ

)(
dβ

dµ

)

.

2) : supposons que µ ⊥ ν soient deux mesures complexes positives étrangères sur
(Ω,B). Supposons que λ et β soient deux mesures complexes sur (Ω,B) telles que λ<<µ
et β<<ν. Montrer qu’alors

λ+ β<<µ+ ν, et que
d(λ+ β)

d(µ+ ν)
=

(
dλ

dµ

)

+

(
dβ

dν

)

!!
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3) : notons p1(x, y) = x et p2(x, y) = y les deux projections canoniques de R2 dans R.
Soit µ une mesure complexe positive sur (R2,B(R2)), et soit λ<<µ une mesure complexe.
Montrer que λpi

<<µpi
.

Supposons en plus que µ soit une mesure produit, i.e. que µ = 1
µ(R2)µp1

⊗µp2
. Montrer

qu’alors µp1
-presque sûrement en x,

dλp1

dµp1

(x) =
1

µ(R2)

∫
dλ

dµ
(x, y)dµp2

(y).

4) : soit µ la mesure complexe sur [0, 2π] absolument continue relativement à la mesure
de Lebesgue m et dont la dérivée est donnée par

dµ
/
dm(x) = sinx.

Déterminer la décomposition de Jordan de µ.
5) : soit µ la mesure sur (R,B(R)) définie par

µ(A) =






∑

r∈Q∩A∩[0,1],
r>0,r=p/q,p∧q=1

1

q2q




+

∫

A∩[0,1]

3x2dx, A ∈ B.

Montrer que c’est une mesure complexe portée par [0, 1]. Que vaut µ(R) ? Calculer
Eµ(x) puis Eµ(x1Q(x)).
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Probabilités conditionnelles et indépendance

3.1. Probabilités conditionnelles.

Nous verrons à l’occasion de l’étude des martingales comment le théorème de Radon-
Nykodim permettra de donner une version “locale” des probabilités conditionnelles. Ce
bref paragraphe ne fait que rappeler des éléments simples de la théorie classique.

Soit (Ω,B,P) un espace probabilisé, A,B ∈ B et P(B) > 0. La probabilité de A
sachant B, notée P(A|B), est définie par

P(A|B) = P(A ∩B)
/

P(B).

Identité multiplicative. Si A1, . . . , An ∈ B, alors

P(A1 ∩ . . . ∩ An) = P(A1)P(A2|A1) . . .P(An|A1 ∩ . . . ∩ An−1).

Preuve. Triviale.

Formule des probabilités totales. Si (Hi) est une partition finie ou dénombrable
de Ω par des éléments de B de mesures positives, alors

P(A) =
∑

i

P(A|Hi)P(Hi).

Preuve. Triviale.

Formule de Bayes. Sous les mêmes hypothèses,

P(Hi|A) =
P(Hi)P(A|Hi)

∑

j P(Hj)P(A|Hj)
.

Preuve. Triviale.



20 PROBABILITÉS CONDITIONNELLES ET INDÉPENDANCE

3.2. Indépendance.
Nous dirons que A est indépendant de B, noté A⊥⊥B, si

P(A ∩B) = P(A)P(B).

Plus généralement, nous dirons qu’une suite dévènements (Ai)i∈I est indépendante si
quel que soit J ⊂ I fini,

P(∩j∈JAj) =
∏

j∈J

P(Aj).

Nous dirons que la suite (Ai)i∈I est deux à deux indépendante si quels que soient
i 6= j ∈ I, Ai⊥⊥Aj.

Soit (Bi)i∈I une famille finie ou dénombrable de parties de B. Nous dirons que la suite
(Bi) est indépendante si quelle que soit la suite (Ai) ∈

∏Bi, elle est indépendante.
Nous dirons que la suite (Bi) est deux à deux indépendante si quels que soient

i 6= j ∈ I, Ai ∈ Bi, et Aj ∈ Bj , Ai⊥⊥Aj.

Théorème. Soit (Ai)i∈I une famille finie ou dénombrable de π-systèmes, indépendante.
Alors la suite (σ(Ai)) est indépendante.

Preuve. Supposons I = N. Montrons que pour chaque n ≥ 1, (σ(Ai))1≤i≤n est
indépendante. Pour cela soient A2, . . . , An des éléments de A2, . . . ,An, respectivement.

Soit M l’ensemble des éléments de σ(A1), qui sont indépendants de A+ = A2∩. . .∩An.
C’est une classe de parties de Ω stable par complémentation, union dénombrable disjointe,
et qui contient Ω. C’est donc une classe monotone. En outre A1 ⊂ M, et A1 est un
π-système. Donc par le théorème π − λ, σ(A1) ⊂ M.

En procédant ainsi de proche en proche, la conclusion arrive.

3.3. Lemmes de Borel-Cantelli.
Soit (Ai)i≥1 une suite dans B.

Premier Lemme de Borel-Cantelli. Si
∑

n P(An) <∞, alors P(lim supAn) = 0.

Preuve. Notons Bn = ∪p≥nAp : alors lim supAn = ∩n ↓ Bn, car Bn+1 ⊂ Bn. Donc,
par monotonie des probabilités, P(lim supAn) = limn ↓ P(Bn). Or si

∑

n P(An) <∞,

0 ≤ P(Bn) ≤
∑

p≥n

P(Ap) → 0,

et donc.
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Second Lemme de Borel-Cantelli. Si de plus la suite (An) est indépendante,
alors on a la réciproque : si

∑

n P(An) = ∞, P(lim supAn) = 1.

Preuve. Montrons que P(lim inf Ac
n) = 0. Si Cn = ∩p≥nA

c
p, alors lim inf Ac

n = ∪n ↑
Cn, et donc P(lim inf Ac

n) = limn ↑ P(Cn). Or si x ≥ 0, 1 − x ≤ e−x, et donc

P(Cn) = lim
k

n+k∏

i=n

P(Ac
i ) = lim

k

n+k∏

i=n

(1 − P(Ai)) ≤ lim
k
e−
∑n+k

i=n P(Ai) = 0!

Donc pour chaque n, P(Cn) = 0, et donc.

Exercice : sur ({0, 1}N, T ∩ {0, 1}N,P∞) (cf. 1.1.4.), posons Ak = {ωk = 1}. Vérifier
que la suite (Ak) est indépendante. Evaluer

∑

k P∞(Ak), et en déduire que P∞-presque
sûrement, ω possède une infinité de 1 et de 0. Utiliser deux méthodes : l’une par le
premier lemme de Borel-Cantelli, l’autre par le second.

3.4. Loi 0− 1 de Kolmogorov.

Loi 0− 1 de Kolmogorov. Soit (Bn)n≥0 une suite indépendante de B. Notons

B∞ = ∩n≥1σ(Bn, Bn+1, . . . ),

la σ-algèbre des évènements asymptotiques associés. Alors si A ∈ B∞,

P(A) = 0 ou P(A) = 1.

Autrement dit, B∞ est triviale.

Preuve. Nous aurons besoin du

Lemme. Supposons que la suite double

A11 A12 . . .
A21 A22 . . .
...

...

soit indépendante, où le nombre de lignes ou de colonnes est fini ou dénombrable. Alors
si Bi est la σ-algèbre engendrée par la iième ligne, la suite (Bi) est indépendante.

Preuve du Lemme. Notons Ai l’ensemble des intersections finies d’éléments de la
iième ligne, alors c’est un π-système et σ(Ai) = Bi.

Il suffit donc de montrer que la suite (Ai) est indépendante. Soit donc I un ensemble
fini d’indices de lignes, et pour chaque i ∈ I, Ji un ensemble fini d’indices de colonnes et
Ci = ∩j∈Ii

Aij l’élément de Ai correspondant.
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Alors
P(∩iCi) = P(∩i(∩jAij)) =

∏

i

∏

j∈Ji

P(Aij) =
∏

i

P(Ci).

Fin de la preuve de la loi 0 − 1 : soit A ∈ B∞, et montrons que P(A) = P(A)2, ce
qui découlera si A⊥⊥A. Pour chaque n ≥ 1, la suite (A,B1, . . . , Bn) est indépendante
puisque A ∈ σ(Bn+1, Bn+2, . . . ). Donc la suite (A,B1, B2, . . . ) est indépendante, et donc,
par le Lemme préliminaire ci-dessus, A⊥⊥σ(B1, B2, . . . ). Or A ∈ σ(B1, B2, . . . ), et donc
A⊥⊥A.

Exemples importants : si (An)n≥0 est indépendante, alors lim supnAn et lim inf An

sont des évènements asymptotiques, i.e. dans ∩nσ(An, An+1, . . . ). Cela se voit en
écrivant

lim sup
n

An = ∩n ↓ ∪p≥nAp et lim inf
n

An = ∪n ↑ ∩p≥nAp.
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Variables et vecteurs aléatoires

4.1. Variables et vecteurs aléatoires.
On se donne un espace probabilisé (Ω,B,P), et Xi : Ω → R, 1 ≤ i ≤ d, d-applications

(B,B(R))-mesurables. Ce sont des variables aléatoires, par définition.
Un vecteur aléatoire est une application (X1, . . . , Xd)Ω → R dont les composantes

sont des variables aléatoires.
Souvent on adopte la notation abrégée v.a. pour variable aléatoire ou vecteur aléatoire.
Du point de vue probabiliste, ce qui nous intéressera le plus seront les lois des vari-

ables ou vecteurs aléatoires : PX ou P(X1,... ,Xd).
L’espérance d’un vecteur aléatoire est définie par

E((X1, . . . , Xd)) = (E(X1), . . . ,E(Xd)).

Pour les vecteurs aléatoires, nous bénéficions des mêmes théorèmes généraux d’interversion
de limite et d’intégrale que pour les variables aléatoires, à ceci près qu’il faut en adapter
l’énoncé de sorte à ce qu’ils intègrent simultanément les conditions requises composante
à composante, à savoir pour chaque Xi.

Les variables aléatoires ne nous seront accessibles dans la pratique qu’au travers de
leurs lois, qui sont des probabilités boréliennes sur (Rd,B(Rd)) (d > 1 pour les vecteurs).
De ce point de vue, le théorème suivant, qui résulte directement de la définition de PX ,
est essentiel :

Théorème de transfert. Soit (Ω′,B′) un autre espace probabilisable et soit f :
Ω → Ω′ une application (B,B′)-mesurable. Alors pour toute application borélienne g :
Ω′ → Rd, on a

g ∈ L1(Pf ) ⇐⇒ g ◦ f ∈ L1(P).

Si tel est le cas, alors
EP(g ◦ f) = EPf

(g).

Commentaire : supposons que nous ne connaissions de la variable aléatoire X : Ω → R

que sa loi PX sur (R,B(R)). Alors, bien que nous ne connaissions pas l’application X
elle-même, nous pouvons décider de l’intégrabilité de g(X) où g : R → R est borélienne,
et en plus calculer EP(g(X)). Il suffit en effet pour cela de vérifier que g ∈ L1(PX), et si
c’est le cas, de calculer

EP(g(X)) = EPX
(g) =

∫

R

g(x)dPX(x).

Preuve. Par définition, si g : Ω′ → Rd, son intégrabilité équivaut à celle de toutes
ses composantes, et son intégrale est le vecteur des intégrales de ses composantes. Donc
restreignons nous à ne traiter que le cas de g : Ω′ → R.
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Par définition de Pf , si A ∈ B′, et g = 1A, g ◦ f = 1f−1A sont intégrables, et

EP(g ◦ f) = P(f−1A) = Pf (A) = EPf
(g).

Donc l’énoncé est vrai pour g une variable aléatoire simple, i.e.

g =
∑

finie

αi1g−1{αi},

où (g−1{αi}) est une partition B′-mesurable de Ω′.
Si g est positive alors elle est limite d’une suite croissante (gn) de variables aléatoires

simples et positives, et donc par Beppo-Lévi, et la validité de notre énoncé pour les
fonctions simples,

EPf
(g) = lim

n
↑ EPf

(gn) = lim
n

↑ EP(gn ◦ f) = EP(g ◦ f),

car gn ◦ f → g ◦ f simplement, en étant minoré par zéro, et en croissant.
Il en résulte notamment que si g est positive,

g ∈ L1(Pf ) ⇔ EPf
(g) <∞ ⇔ EP(g ◦ f) <∞ ⇔ g ◦ f ∈ L1(P).

Donc l’énoncé est vrai pour les variables aléatoires positives. Dans le cas général, on
passe par les parties positives g+ = max(0, g) et g− = max(0,−g). On remarque que
(g ◦ f)+ = g+ ◦ f et (g ◦ f)− = g− ◦ f , et on écrit

g ∈ L1(Pf )
⇔ g+ et g− ∈ L1(Pf ) ⇔ max(EPf

(g+),EPf
(g−)) <∞

⇔ max(EP(g+ ◦ f),EP(g− ◦ f)) <∞ ⇔ (g ◦ f)+ et (g ◦ f)− ∈ L1(P)
⇔ g ◦ f ∈ L1(P).

Puis on conclut par EPf
(g) = EPf

(g+) − EPf
(g−) = EP((g ◦ f)+) − EP((g ◦ f)−) =

EP(g ◦ f).

Exemple : supposons que X prenne des valeurs entières et suive une loi de Poisson de
paramètre λ > 0. Calculer EP(X) ! A priori, on ne connâıt pas X et on peut être surpris
de devoir cependant chercher à calculer

∫

Ω
XdP, d’autant qu’on ne connâıt pas non plus

ni Ω, ni B, ni P !
Ce n’est pas un problème, puisqu’on nous indique que PX est la loi de Poisson de

paramètre λ > 0. Certes c’est un loi de probabilité sur (R,B(R)), mais bien plutôt sur
(N,P(N)), puisque X ∈ N P-p.s.. Et nous sont donnés les valeurs PX({n}) = e−λλn

/
n!.

Donc par construction de l’opérateur d’intégration EPX
, il vient, par application du

théorème de transfert,

EP(X) = EPX
(x) =

∫

R

xdPX(x) =
∑

n≥O

nPX({n}) = . . . = λ,

où les points de suspension sont à compléter par le lecteur.
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4.2. Quelques définitions spécifiques aux variables aléatoires.
L’espérance : l’espérance de la variable aléatoire X est définie si X ∈ L1(P), notée
E(X) ou EP(X) si le contexte suscite de spécifier P, et vaut

E(X) = EPX
(x) =

∫

R

xdPX(x).

C’est un paramètre de localisation, parfois appelé valeur moyenne ou encore sim-
plement la moyenne. Bien entendu, en tant qu’intégrale, l’espérance est linéaire.
Exemple : si la loi de X est normale centrée réduite (de densité dPX

/
dm(x) =

1√
2π
e−

x2

2 ), alors

E(X) =

∫

R

xe−
x2

2√
2π

dx = 0,

par imparité.
Exemple : si la loi de X est Cauchy de paramètre 1 (i.e. dPX

/
dm(x) = 1

π(1+x2) ), alors

X n’a pas d’espérance. Pourquoi ?

Variance : si X ∈ L2(P), alors elle a une variance, notée Var(X), définie par

V ar(X) = E(X2) − E(X)2

(remarquons que X ∈ L2(P) ⇒ X ∈ L1(P)). C’est un paramètre de dispersion.

Lemme. V ar(X) = E((X − E(X))2) si elle existe.

Preuve. Les constantes sont dans L2(P) et donc X − E(X) existe et se trouve dans
L2(P). Alors il suffit de développer le carré dans l’espérance, et d’utiliser la linéarité de
l’espérance.

Propriétés de la variance. La variance est invariante par translation i.e.

Var(X + c) = Var(X),

et une variable sans dispersion est constante P-p.s., à savoir que

Var(X) = 0 ⇒ X = E(X) P − p.s..

Ecart-type : c’est la racine de la variance, σ(X) =
√

Var(X).

Matrice des variances-covariances : dans le cas d’un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xd),
avec Xi ∈ L2(P), on remplace la variance par la matrice

Var(X ) = (Cov(Xi,Xj))1≤i,j≤d,
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où Cov(Xi, Xj) désigne la covariance des variables Xi et Xj , définie, pour deux
variables aléatoires Y, Z ∈ L2(P), par

Cov(Y,Z) = E ((Y − E(Y))(Z− E(Z))).

Fonction de répartition : c’est la fonction FX : R → [0, 1] définie par

FX(t) = P(X ≤ t) = PX(] −∞, t]), t ∈ R.

C’est un exercice instructif de démontrer que FX a les propriétés suivantes :







(i) : FX est croissante;
(ii) : FX est continue à droite;
(iii) : limt→−∞ FX(t) = 0;
(iv) : limt→+∞ FX(t) = 1.

Fonction de répartition d’un vecteur aléatoire : soit X = (X1, . . . , Xd) un vecteur
aléatoire. Sa fonction de répartition est par définition l’application FX : Rd → [0, 1]
définie par

FX (t1, . . . , td) = P((X1 ≤ t1) ∧ . . . ∧ (Xd ≤ td)).

Lemme. Si F : R → [0, 1] satisfait aux propriétés (i −−iv) énoncées précédemment,
alors il existe (Ω,B,P) et une variable aléatoire X sur (Ω,B) tels que F = FX .

De plus si X et Y sont deux variables aléatoires telles que FX = FY , alors elles ont
même loi, i.e. PX = PY .

Preuve. Remarquons que puisque F est croissante ((i)), elle a une limite à droite
F (a+) et une limite à gauche F (a−) en tout point a de R : notons δF (a) = F (a+)−F (a−)
le saut de discontinuité de F en a (remarquons que F (a+) = F (a) par (ii)). Remarquons
aussi que

∑

a∈R δF (a) ≤ 1, par (ii−−iv). Nous noterons F (−∞) = 0 et F (+∞) = 1.
Appelons A l’algèbre des unions finies disjointes d’intervalles de R. Si I est un inter-

valle de R, d’extrémités a ≤ b, posons

P̄(I) = F (b) − F (a) − δF (b)1R\I(b)1R(b) + δF (a)1I(a)1R(a).

Cela peut parâıtre compliqué mais par exemple on a P̄([c, c]) = P̄({c}) = δF (c) et
P̄([a, b[) = P̄(]a, b]) + P̄([a, a])− P̄([b, b]) = F (b) − F (a) + δF (a) − δF (b) si a, b, c ∈ R.

On vérifie sans peine que si A ∈ A et J est fini et A = ∪j∈JIj avec les intervalles
Ij deux à deux disjoints, alors en posant P̄(A) =

∑

j∈J P̄(Ij), on obtient une bonne

définition, à savoir que si ∪j∈JIj = ∪j′∈J ′I ′j′ , alors
∑

j∈J P̄(Ij) =
∑

j′∈J ′ P̄(I ′j′).

On a de plus P̄(∅) = P̄(]a, a[) = F (a)−F (a) = 0, et P̄(R) = F (+∞)−F (−∞) = 1, et
si A,A′ sont disjoints dans A, P̄(A∪A′) = P̄(A)+ P̄(A′). De plus si A,B ∈ A et A ⊂ B,
on vérifie sans peine que P̄(B \A) = P̄(B) − P̄(A). Donc P̄ : A → [0, 1] est une fonction
additive, de masse totale 1, qui vérifie P̄(R \A) = 1 − P̄(A).
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Montrons que P̄ est une probabilité sur A, à savoir qu’elle est continue en ∅. A cet
effet, montrons d’abord que pour A ∈ A,

P̄(A) = sup
K⊂A,
K∈A,

K compact

P̄(K).

Puisqu’un tel A est une union finie d’intervalles, et qu’une union finie de compacts est
compacte, montrons cette propriété simplement dans le cas particulier où A lui-même
est un intervalle.

Par exemple supposons A = [a, b[ avec a < b ∈ R. Alors P̄(A) = F (b)−F (a)−δF (b)+
δF (a) = F (b) − F (a) − (F (b) − F (b−)) + F (a) − F (a−) = F (b−) − F (a−). Soit (εn) ↓ 0
avec 0 < εn < b−a

2
. Notons Kn = [a, b − εn]. Alors Kn ⊂ A est compact et P̄(Kn) =

F (b− εn) − F (a−), et puisque εn ↓ 0, F (b− εn) → F (b−), et donc limn P̄(Kn) = P̄(A).
Donc à l’instar de ce qui avait été fait pour la mesure de Lebesgue sur [0, 1], ou à

l’occasion de la preuve du théorème d’extension de Kolmogorov, nous avons ici montré
que P̄ a une certaine propriété de régularité sur les pavés de R.

C’était alors la clef de la preuve de la continuité en ∅ (qui permet d’appliquer le
théorème d’extension), et cela le reste ici : supposons (An) ∈ A et que An ↓ ∅. Soit ε > 0
et pour chaque n, soit K0

n compact dans A contenu dans An tel que P̄(An \K0
n) ≤ ε

/

2n+1. Puis posons Kn = ∩s≤nK
0
s . Alors

P̄(An \Kn) ≤
∑

s≤n

P̄(As \K0
s ) ≤ ε.

Et la suite (Kn) est une suite de compacts, décroissante, et d’intersection vide. Donc il
existe n0 tel que si n ≥ n0, Kn = ∅. Alors

n ≥ n0 ⇒ 0 ≤ P̄(An) = P̄(An \Kn) ≤ ε,

ce qui entrâıne que P̄(An) → 0.
Nous n’avons plus qu’à appliquer le théorème d’existence pour déduire l’existence

d’une unique probabilité P̃ sur σ(A) = B(R) telle que P̃ = P̄ sur A.

Alors posons (Ω,B,P) = (R,B(R), P̃), et X : R → R définie par X(x) = x, autrement
dit X = IdR. On a alors

FX(t) = PX(] −∞, t]) = P̃(X−1] −∞, t]) = P̃(] −∞, t]) = P̄(] −∞, t]) = F (t), t ∈ R.

Montrons à présent la seconde assertion du Lemme : soient X et Y deux v.a. telles
que FX = FY . Alors puisque FX(t) = PX(]−∞, t]) et que FY (t) = PY (]−∞, t]), il vient
PX = PY sur la classe M = {] −∞, t] : t ∈ R}.

Mais M est un π-système générateur de B(R), et donc par le théorème d’unicité,
PX = PY sur B(R).
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Remarque importante : dans le cas d’un vecteur aléatoire, il faut rajouter une con-
dition supplémentaire pour pouvoir caractériser les applications qui sont exactement les
fonctions de répartitions des vecteurs aléatoires en dimension d > 1.

Pour comprendre l’existence de cette condition supplémentaire, pensons à R2, X =
(X1, X2), et soient x1 < y1 et x2 < y2. Alors 0 ≤ P((x1 < X1 ≤ y1) ∧ (x2 < X2 ≤ y2)),
et donc

FX (y1,y2) + FX (x1,x2) − FX (x1,y2) − FX (y1,x2) ≥ 0.

La condition supplémentaire est une condition de “positivité sur les contours”.

Fonction caractéristique d’une v.a. : soient (t1, . . . , td) et (s1, . . . , sd) ∈ Rd. Notons
< s, t >=

∑

i siti leur produit scalaire. Alors si X = (X1, . . . , Xd) est un v.a., |ei<t,X>| =
1 pour tout t ∈ Rd, et donc ei<t,X> ∈ L1(P). On appelle fonction caractéristique du
v.a. X l’application φX : Rd → C définie par

φX (t) = E(ei<t,X>), t ∈ Rd.

Nous verrons plus loin que la fonction caractéristique est effectivement caractéristique,
au sens où elle caractérise PX .

Fonction génératrice : supposons que la v.a. X prenne P-p.s. des valeurs entières.
Alors sa fonction génératrice, notée GX , est définie par

GX(s) =
∑

n≥0

snPX({n}) = E(sX), |s| ≤ 1.

Remarquons que la série converge normalement pour |s| ≤ 1 puisque GX(1) = E(1) = 1.

Lemme. Soient X et Y deux v.a. prenant des valeurs entières et supposons que GX =
GY . Alors X et Y ont la même loi, i.e. PX = PY .

Preuve. GX et GY sont analytiques et cöıncident sur l’ouvert {|s| < 1}. Donc pour

chaque n ≥ 0, n!PX({n}) = G
(n)
X (0) = G

(n)
Y (0) = n!PY ({n}), et donc PX = PY .

Nous renvoyons le lecteur en Annexe 1 où il trouvera une liste de lois usuelles et pourra
déjà s’entrâıner à en calculer les paramètres que nous venons d’introduire, à savoir

– espérance,

– variance,

– fonction de répartition,

– fonction caractéristique,

– fonction génératrice le cas échéant.
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4.3. Les inégalités de base.

Nous notons, pour p > 0, et X une v.a., ||X ||p = E(|X |p) 1
p (rappelons que ce n’est une

norme que sur les classes d’équivalence de v.a. presque sûrement égales, sinon ce n’est
qu’une semi-norme).
Hölder : soient p, q ≥ 1 conjugués, i.e. 1

p + 1
q = 1. Soit X ∈ Lp(P) et Y ∈ Lq(P). Alors

XY ∈ L1(P) et ||XY||1 ≤ ||X||p||Y||q.

Minkowski : c’est l’inégalité triangulaire de || ||p. Si X, Y ∈ Lp(P), pour un certain
p ≥ 1, alors X + Y ∈ Lp(P) et de plus

||X + Y||p ≤ ||X||p + ||Y||q.

Ces deux premières inégalités ne sont pas spécifiques aux espaces probabilisés (masse
totale 1). Elles sont valables pour les espaces mesurés positifs.

Les suivantes par contre sont spécifiques. Avant d’énoncer la première d’entre elles,
l’inégalité de Jensen, nous avons besoin de quelques notions préliminaires.

Soit φ :]a, b[→ R, avec −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Nous dirons qu’elle est convexe si

a < x < y < b et 0 ≤ λ ≤ 1 ⇒ φ((1 − λ)x+ λy) ≤ (1 − λ)φ(x) + λφ(y).

Autrement dit, si X = (x, φ(x)), Y = (y, φ(Y )) et si Z = (z, φ(z)), avec x < z < y, alors
le point du graphe de φ, Z, est sous le segment [X, Y ]. La convexité de φ équivaut donc
à ce que la pente de la droite (XZ) soit moindre que celle de la droite (ZY ), ou encore,

a < s < t < u < b ⇒ φ(t) − φ(s)

t− s
≤ φ(u) − φ(t)

u− t
. (Q)

Lemme. φ convexe entrâıne φ continue.

Preuve. Montrons que φ est continue à droite et à gauche en tout point a < x < b.
Pour la continuité à droite en x, considérons a < s < x < y < t < b. Notons S = (s, φ(s))
et T = (t, φ(t)). Faire un dessin. Puisque X est au-dessous (SY ), Y est au-dessus de
(SX). Et Y est au-dessous de (XT ). Si y → x+, le point limite L = (x, `) doit continuer
à être au-dessus de (SX), et au-dessous de (XT ), ce qui impose φ(x) ≤ ` ≤ φ(x), donc
` = φ(x), et φ est continue à droite.

Pour la continuité à gauche le raisonnement est similaire.

Jensen. Soit X une v.a. sur (Ω,B,P) telle que X prenne ses valeurs dans ]a, b[. Soit
φ :]a, b[→ R convexe. Supposons que X ∈ L1(P) et que φ ◦X ∈ L1(P). Alors

φ(E(X)) ≤ E(φ(X)).
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Preuve. Soit t = E(X). Comme a < X < b, il vient a = E(a) ≤ E(X) ≤ E(b) = b.
Montrons qu’en fait a < t < b. L’inégalité stricte est automatique si a = −∞ ou b = +∞
puisque par hypothèse X ∈ L1(P).

Supposons a ∈ R et t = a = E(X). Alors X − a ≥ 0 intégrable d’intégrale nulle et
donc P-p.s., X = a, ce qui contredit X ∈]a, b[. Idem en b pour le cas b ∈ R.

Soient a < s < t < u, et notons β = sups:a<s<t
φ(t)−φ(s)

t−s . Alors d’après (Q),

t < u < b⇒ β ≤ φ(u) − φ(t)

u− t
,

et donc
a < s < b⇒ β(s− t) + φ(t) ≤ φ(s),

ce qui reste vrai si s = X ... . En intégrant (tout est dans L1(P)), il vient

βE(X − E(X)) + φ(E(X)) ≤ E(φ(X)),

et E(X − E(X)) = 0.

Voici une première application de l’inégalité de Jensen :

Lyapunov. si 0 < s < t, et X ∈ Lt(P), alors X ∈ Ls(P) et

||X||s ≤ ||X||t.

Preuve. Poser r = t/s > 1. Donc φ(x) = |x|r est convexe sur R. Poser Y = |X |s :
alors Y ∈ Lr(P), donc dans L1(P), et φ(Y ) = |X |t ∈ L1(P). On applique l’inégalité de
Jensen pour déduire φ(E(Y )) = (||X ||ss)r ≤ E(φ(Y )) = ||X ||tt, puis on passe à la puissance
1/t.

On peut obtenir d’autres inégalités par le processus général suivant :

Une classe d’inégalités. Soit ψ : R → R+ borélienne et pour A ∈ B(R), posons

iA = inf{ψ(x) : x ∈ A}.

Alors si X est une v.a. sur (Ω,B,P),

P(X ∈ A) ≤ 1

iA
E(ψ(X)).

Preuve. Ecrire

iAP(X ∈ A) = E(iA1A(X)) = EPX
(iA1A(x))

≤ EPX
(ψ(x)1A(x)) ≤ EPX

(ψ(x)) = E(ψ(X)),
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où aucune condition d’intégrabilité n’est à vérifier puisque ψ est borélienne positive.

Passons aux applications :
Bienaymé-Chebyshev : on prend ψ(x) = x2, et X ∈ L2(P). On pose Y = X−E(X) ∈
L2(P), puis pour α > 0, A = [α,+∞[. Alors V ar(X) = V ar(Y ) = E(ψ(Y )) et on obtient

P(|X− E(X)| ≥ α) ≤ Var(X)

α2
.

Cette inégalité se généralise en la suivante :
Markov : on prend r ≥ 1 et X ∈ Lr(P). Puis α > 0 et A = [α,+∞[. Enfin on prend
ψ(x) = |x|r. Alors

P(|X| ≥ α) ≤ E(|X|r)
αr

.

Un autre corollaire est :
Cantelli : on suppose X ∈ L2(P), avec E(X) = 0. On pose σ2 = Var(X), et on prend

a > 0, et ψ(x) = (x+ σ2

a
)2. Enfin on prend A = [a,+∞[. Alors on a

P(X ≥ a) ≤ σ2

σ2 + a2
.

EXERCICES

I : calculer, en les justifiant, les limites suivantes :

lim
n→∞

∫ n

0

(

1 − x

n

)n

ex/2dx, lim
n→∞

∫ n

0

(

1 +
x

n

)n

e−2xdx.

II : soit µ une mesure positive sur (X,B), f : X → C mesurable, et p > 0. On pose

φ(p) =

∫

X

|f |pdµ = ||f ||pp.

On pose ensuite E = {p : φ(p) <∞}, et on suppose que ||f ||∞ > 0.
a) Pour r < p < s, avec r, s ∈ E, montrer que p ∈ E.
b) Montrer que log φ est convexe à l’intérieur de E et que φ est continue sur E.
c) D’après a), E est connexe. Est-il nécessairement ouvert, fermé ? Peut-il être réduit

à un point ? Peut-il être n’importe quel sous ensemble connexe de ]0,+∞[ ?
d) Pour r < p < s, montrer que ||f ||p ≤ max{||f ||r, ||f ||s}. En conclure Lp(µ) ⊂ Ls(µ) ∩

Lr(µ).
e) Supposons qu’il existe r > 0 tel que ||f ||r <∞. Montrer qu’alors ||f ||p → ||f ||∞.

III : on reprend les hypothèses du II mais en outre on suppose que µ(X) = 1.
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a) Démontrer que ||f ||r ≤ ||f ||s si 0 < r < s ≤ ∞.
b) A quelles conditions peut-on avoir 0 < r < s ≤ ∞ et ||f ||r = ||f ||s <∞ ?
c) En supposant que ||f ||r <∞ pour un certain r > 0, montrer que

lim
p→0+

||f ||p = exp

(∫

X

log |f |dµ
)

,

en posant exp(−∞) = 0.

IV : on suppose toujours µ(X) = 1. Soient f et g deux fonctions mesurables et positives
telles que fg ≥ 1. Montrer qu’alors

∫

X

fdµ

∫

X

gdµ ≥ 1.

V : toujours si µ(X) = 1, soit h > 0 mesurable et A =
∫

X
hdµ. Montrer que

√

1 + A2 ≤ Eµ(
√

1 + h2) ≤ 1 + A.

Si µ est la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et si h est continue, avec h = f ′, les inégalités
ci-dessus ont une interprétation géométrique simple. Laquelle ?

VI : soit 1 < p < ∞, f ∈ Lp(]0,+∞[), relativement a la mesure de Lebesgue. Posons
pour x > 0,

F (x) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt.

a) Démontrer l’inégalité de Hardy

||F ||p ≤ p

p− 1
||f ||p,

qui assure que F envoie Lp dans lui-même.
b) Démontrer que l’on a l’égalité si et seulement si f = 0 p.s..
c) Démontrer que la constante p

p−1
est la plus petite possible.

d) Si f > 0 et f ∈ L1, montrer que F /∈ L1.
Indications : pour le a), considérer d’abord f ≥ 0 continue à support compact, et intégrer
par parties pour obtenir ||F ||pp = −p

∫∞
0
F p−1(x)xF ′(x)dx. Remarquer que xF ′ = f − F ,

et appliquer l’inégalité de Hölder à
∫
F p−1fdx. Pour c), faire f(x) = x−1/p sur [1, A], 0

ailleurs, pour A assez grand.

VII : “Théorème d’Egoroff” ; supposons µ(X) < ∞. Soit (fn) une suite de fonctions
complexes mesurables qui converge simplement sur X . Alors quelque soit ε > 0, il
existe un sous ensemble mesurable E de X tel que µ(X \ E) < ε et que (fn) converge
uniformément sur E.
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Indication : poser

S(n, k) = ∩i,j>n

{

x : |fi(x) − fj(x)| <
1

k

}

,

et montrer qu’il existe une suite croissante d’entiers (nk) tel que E = ∩kS(nk, k) ait la
propriété désirée.

VIII : soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires réelles. On note m2 la mesure de
Lebesgue sur (R2,B(R2)), et m la mesure de Lebesgue sur (R,B(R)). On suppose que
P(X,Y )<<m2, et on note

dP(X,Y )

dm2
(x, y) = f(x, y)

sa densité.
VIII-1 : montrer que PX<<m et que PY <<m.
VIII-2 : exprimer dPX

dm (x) sous la forme d’une intégrale faisant intervenir f . Faire de

même en ce qui concerne dPY

dm
(y).

VIII-3 : soit A ∈ B(R2). On note Ay = {x ∈ R : (x, y) ∈ A}. On rappelle
que m presque sûrement en y, Ay ∈ B(R), et que y 7→ m(Ay) est mesurable, et que
m2(A) =

∫
m(Ay)dy.

Soient µ et ν deux mesures de probabilités sur (R,B(R)), absolument continues rela-

tivement à la mesure de Lebesgue m. Montrer qu’alors µ⊗ ν<<m2, et déterminer d(µ⊗ν)
dm2

en fonction de dµ
dm et de dν

dm .
VIII-4 : en déduire une CNS pour que X⊥⊥Y , concernant la forme algébrique de f .
VIII-5 : on suppose que la loi d’un couple de v.a.r. (X, Y ), P(X,Y ), a une densité

f(x, y) = 1
π(1+x2)

1
π(1+y2) relativement àm2. Les variablesX et Y sont-elles indépendantes

?

IX : soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires réelles tel que pour chaque A ∈ B(R2),

P((X, Y ) ∈ A) =
∑

n≥1

1

2n+1
1A(n, n) + C

∫

A

(1 − x2y2)1[0,1]2(x, y)dm2(x, y),

où C est une constante positive.
IX-1 : calculer C.
IX-2 : déterminer PX , puis PY sans calcul supplémentaire.
IX-3 : déterminer la décomposition de Lebesgue de PX relativement à m.
IX-4 : X et Y sont-elles indépendantes ?
IX-5 : montrer que X est intégrable et calculer E(X).

X : soit (An)n≥1 une suite d’évènements mesurables d’un espace probabilisé (Ω,B,P),
telle que P(A1) > 0. On note

Nn = 1A1
+ . . .+ 1An

, et θn =

∑

j,k≤n P(Aj ∩ Ak)
(
∑

k≤n P(Ak)
)2 , n ≥ 1.
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X-1 : montrer que lim supnAn = {limn ↑ Nn = +∞}.
X-2 : on note pk = P(Ak) et mn = p1 + . . .+ pn. Calculer V ar(Nn) en fonction de

θn et de mn.
X-3 : soit x ∈ R tel que mn > x. Montrer que P(Nn ≤ x) ≤ P(|Nn −mn| ≥ mn − x),

et en déduire que P(Nn ≤ x) ≤ (θn−1)m2
n

(mn−x)2
.

X-4 : on suppose désormais que
∑

n pn = +∞, et que lim infn θn ≤ 1. Montrer
qu’alors quel que soit x ∈ R, lim infn P(Nn ≤ x) = 0.

X-5 : montrer que P(supk Nk ≤ x) ≤ P(Nn ≤ x). En déduire que P(lim supnAn) = 1.
X-6 : déduire de ce qui précède que le second Lemme de Borel-Cantelli est encore

valable si l’on suppose les Ai deux à deux indépendants.
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Chapitre 5
Convergence presque sûre

5.1. Indépendance des v.a. - critères.

SoitX une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,B,P). Nous appelons
tribu engendrée par X, notée σ(X), la tribu X−1(B(R)).

Soit (Xi : Ω → R)i∈I une suite finie ou dénombrable de variables aléatoires. Soit
J ⊂ I fini.

Nous dirons que la suite finie (Xj)j∈J est indépendante si

(Aj)j∈J ∈
∏

j∈J

σ(Xj) =⇒ P(∩j∈JAj) =
∏

j∈J

P(Aj).

Nous dirons que la suite (Xi)i∈I est indépendante si quelque soit J ⊂ I fini, la
suite (Xj)j∈J est indépendante.

Nous dirons que la suite (Xi)i∈I est deux à deux indépendante si quels que
soient i 6= j ∈ I, Xi est indépendante de Xj (noté encore Xi⊥⊥Xj).

Théorème 1. La suite (Xi)i∈I est indépendante si et seulement si quel que soit J ⊂ I
fini, si XJ = (Xj)j∈J , alors

PXj
=
⊗

j∈J

PXj
.

Preuve. Soit (Aj)j∈J ∈ B(R)J . La loi PXJ
est entièrement déterminée par ses valeurs

du type PXJ
(
∏

j∈J Aj). Il en est de même de l’autre loi en question sur RJ , à savoir
⊗

j∈J PXj
. Mais par indépendance,

PXJ
(
∏

j∈J Aj) = P(∩j∈JX
−1
j (Aj))

=
∏

j∈J P(X−1
j (Aj))

=
∏

j∈J PXj
(Aj)

=
(
⊗

j∈J PXj

)

(
∏

j∈J Aj).

Donc l’indépendance entrâıne que la loi est la loi produit (π-système générateur des
pavés).

Réciproquement, si PXJ
=
⊗

j∈J PXj
, l’indépendance est évidente.
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Théorème 2. La suite (Xi)i∈I est indépendante si et seulement si quel que soit J ⊂ I
fini, si XJ = (Xj)j∈J , alors

FXJ
((tj)j∈J) =

∏

j∈J

FXj
(tj) (i.e. FXJ

=
⊗

j∈J

FXj
).

Preuve. Soit (tj)j∈J ∈ RJ . Si on a l’indépendance, alors

FXJ
((tj)j∈J) = P(∩j∈JX

−1
j (] −∞, tj])) =

∏

j∈J

P(X−1
j (] −∞, tj])) =

∏

j∈J

FXj
(tj).

Réciproquement, l’ensemble des pavés
∏

j∈J ]−∞, tj] forme un π-système générateur

de B(RJ). Si donc l’on suppose que FXJ
=
⊗

j∈J FXj
, c’est donc que PXJ

et
⊗

j∈J PXj

cöıncident sur ce π-système générateur, et donc sont égales.
Par le Théorème 1 ci-dessus, on obtient l’indépendance.

Corollaire. Si X⊥⊥Y , alors quels que soient g, h : R → R boréliennes telles que
g(X) et h(Y ) soient dans L2(P), on a

E(g(X)h(Y)) = E(g(X))E(h(Y)).

En particulier si X, Y ∈ L2(P),

Cov(X,Y) = 0.

Et alors Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).

Preuve. Il suffit de le vérifier d’abord pour les fonctions simples g, h, puis pour leurs
limites croissantes boréliennes, et enfin de considérer les parties positives et négatives.

On a donc

Cov(X, Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E(X − E(X))E(Y − E(Y )) = 02 = 0.

Enfin V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ) + 2Cov(X, Y ).

Pour conclure ce paragraphe, voici quelques exercices classiques :
I : soient X et Y deux var indépendantes et équidistribuées sur {0, . . . , n} et {0, . . . , m}
respectivement.

Déterminer la loi de Z = X + Y : on appelle cette loi la loi trapèzöıdale.
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II : soient X et Y deux var à valeurs entières dont la loi conjointe (à savoir la loi du
couple ou vecteur (X, Y )) est donnée par

P((X, Y ) = (x, y)) =
C

(x+ y − 1)(x+ y)(x+ y + 1)
, x, y ≥ 1.

Déterminer les lois de U = X + Y et V = X − Y .

III : soient X et Y deux var indépendantes de lois de Poisson de paramètres respectifs
λ et β. Montrer que L(X + Y ) = P(λ+ β).

IV : si X est une var de loi géométrique, à valeurs dans N, montrer que quel que soit
k, n ≥ 1,

P(X = n+ k|X > n) = P(X = k).

Pourquoi appelle-t-on cette propriété la propriété d’“absence de mémoire” ?
Existe-t-il une autre v.a. à valeurs dans N ayant cette propriété ?

V : on note {p1 < p2 < . . .} = P l’ensemble des nombres premiers, et (Ni)i≥1 une suite
de var indépendantes telles que

P(Ni = k) = (1 − γi)γ
k
i , k ≥ 0,

où γi = p−β
i , pour chaque i, et un certain β > 1. Montrer qu’alors

M =
∏

i≥1

pNi
i

est un entier aléatoire, de loi P(M = m) = Cm−β pour m ≥ 1 (c’est la distribution dite
de “Dirichlet”), où C est une constante telle que

C =
∏

i≥1

(

1 − 1

pβ
i

)

=




∑

m≥1

1

mβ





−1

.

5.2. Loi forte d’Etemadi.
Commençons par un petit Lemme, qui a son propre intérêt au demeurant :

Lemme. Si p ≥ 1 et X ∈ Lp(P), X : Ω → R+, alors

E(Xp) =

∫ ∞

0

pxp−1(1−FX(t))dt.

Preuve. On a 1−FX(t) = P(X > t) =
∫∞
0

1]t,+∞[dPX(u), et donc par Fubini-Tonelli,
et le théorème de transfert,

∫∞
0
pxp−1(1 − FX(t))dt =

∫

(R+)2
ptp−11]t,+∞[(u)dPX(u)dt

=
∫∞
0

(∫ u

0
ptp−1dt

)
dPX(u) =

∫∞
0
updPX(u)

= E(Xp).

La loi forte “classique” suppose l’indépendance de la suite et non pas simplement
l’indépendance deux à deux. Le résultat qui suit est dû au mathématicien indien Etemadi,
et date de vingt ans. Il généralise le cas classique.
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Loi forte d’Etemadi. Soit (Xi)i≥1 une suite de variables aléatoires identiquement
distribuées, intégrables, et deux à deux indépendantes. Alors

lim
n

1

n

∑

k≤n

Xk = E(X1) P − p.s..

Preuve. D’abord remarquons que sous nos hypothèses, les mêmes hypothèses ont lieu
pour les deux suites (X+

k )k≥1 et (X−
k )k≥1. Et donc il est clair que si le résultat est vrai

sous l’hypothèse supplémentaire de positivité des Xk, il en découlera dans le cas général
par décomposition en parties positives et négatives. Ainsi nous pouvons sans perte de
généralité nous restreindre au cas P(X1 ≥ 0) = 1. Nous noterons Sn =

∑

k≤n Xk.

Posons Yk = Xk1Xk≤k, et S∗
n =

∑

k≤n Yk. Remarquons que la suite (Yk) est une

suite deux à deux indépendante, et que Yk ∈ L∞(P).
Soit α > 1, fixé, et posons un = [αn]. Nous allons d’abord démontrer que, si ε > 0 est

donné,

Σε =
∑

n

P

[∣
∣
∣
∣

S∗
un

− E(S∗
un

)

un

∣
∣
∣
∣
> ε

]

<∞.

Par indépendance et distribution identique des Xk, on a

V ar(S∗
n) =

∑

k≤n

V ar(Yk) ≤
∑

k≤n

E(Y 2
k ) =

∑

k≤n

E(X2
11X1≤k) ≤ nE(X2

11X1≤n).

Par application de l’inégalité de Bienaymé-Chebyshev, il s’ensuit que

Σε ≤ 1

ε2

∑

n

1

un
E(X2

11X1≤un
).

Posons K = 2α
/

(α− 1), et soit x > 0. Soit N = N(x) = min{n : un ≥ x} : alors

αN ≥ x, et comme pour y ≥ 1, on a toujours y ≤ 2[y], il s’ensuit que

∑

un≥x

1

un
≤ 2

∑

n≥N

α−n = Kα−N ≤ K

x
.

Et donc en substituant X1 à x, il vient, compte tenu de la majoration précédente de Σε,
et par convergence monotone,

Σε ≤ 1

ε2
E(X2

11X1>0(
∑

un≥X1

1

un

)) ≤ 1

ε2
E(X2

11X1>0

K

X1

) =
K

ε2
E(X1) <∞.

La convergence de Σε entrâıne, par le premier lemme de Borel-Cantelli, en prenant
une suite εp ↓ 0, que

P(lim sup
n

∣
∣
∣
∣

S∗
un

− E(S∗
un

)

un

∣
∣
∣
∣
> 0) = 0,
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autrement dit que P-p.s., la suite (S∗
un

− E(S∗
un

))
/
un tend vers 0.

D’autre part, E(Yk) → E(X1), par convergence monotone. Et donc puisque un → ∞,
il s’ensuit que E(S∗

un
)
/
un → E(X1), et donc nous concluons que

S∗
un

un

→ E(X1) P − p.s..

Ensuite on a, en utilisant le lemme préliminaire,

∑

k

P(Xk 6= Yk) =
∑

k

P(Xk > k) ≤
∫ ∞

0

P(X1 > t)dt = E(X1) <∞,

et donc à nouveau avec le premier lemme de Borel-Cantelli, il s’ensuit que

P(lim sup
k

{Xk 6= Yk}) = 0.

Et donc P-p.s., il existe n(ω) tel que si n ≥ n(ω), (Sn − S∗
n)(ω) = Sn(ω)(ω) − S∗

n(ω)(ω),

et donc

lim
n

Sn − S∗
n

n
= 0 P − p.s..

Il s’ensuit que

lim
n

Sun

un

= E(X1) P − p.s.. (C1)

Soit n0 = min{n : 1
un

< α − 1} : alors la suite (un)n≥n0
est strictement croissante.

Soit k ≥ un0
et soit n l’unique entier tel que un ≤ k < un+1. Par positivité des Xk, nous

avons
un

un+1

Sun

un
≤ Sk

k
≤ un+1

un

Sun+1

un+1
,

dont il découle, puisque un+1

/
un → α, et compte tenu de (C1), que

quel que soit α > 1, P

(
1

α
E(X1) ≤ lim inf

k

Sk

k
≤ lim sup

k

Sk

k
≤ αE(X1)

)

= 1.

Il suffit alors d’intersecter les ensembles correspondants de mesures pleines le long d’une
suite αn ↓ 1 pour conclure.

Corollaire (ou réciproque partielle). Supposons X−
1 ∈ L1(P) et E(X+

1 ) =
+∞. Alors sous les mêmes hypothèses que celles de la loi forte, on a

Sn

n
→ +∞ P − p.s..
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Preuve. Par la loi forte, si nous posons Sn,− =
∑

k≤nX
−
k , alors Sn,−

/
n→ E(X−

1 )

P-p.s.. Donc il suffit de montrer que le corollaire est vrai si X1 ≥ 0 et E(X1) = +∞. Soit
alors p ∈ N et posons Xk,p = min(X1, p). Alors par la loi forte, si Sn,p =

∑

k≤nXk,p, on

a limn Sn,p/n = E(X1,p), et puisque Sn,p ≤ Sn, on a

E(X1,p) ≤ lim inf
n

Sn

n
.

Comme X1,p ↑ X1 si p→ ∞, il s’ensuit que +∞ = limp ↑ E(X1,p) ≤ lim infn
Sn

n
.

5.3. Inégalités maximales.

Inégalité maximale de Kolmogorov. Soit (Xi)i≥1 une suite de v.a.r. indépendante.
Supposons les Xi dans L2(P), et centrées (E(Xi) = 0). Alors, si α > 0, et Sn =
∑

k≤nXk,

P( max
1≤k≤n

|Sk| ≥ α) ≤ 1

α2
Var(Sn).

Preuve. Posons

Ak(α) = Ak = {max
j<k

|Sj | < α} ∩ {|Sk| ≥ α}.

Posons
Ωn = { max

1≤k≤n
|Sk| ≥ α}.

Alors Ωn est l’union disjointe des Ak, 1 ≤ k ≤ n. D’autre part, les Xk étant centrées, les
Sn le sont aussi, et donc V ar(Sn) = E(S2

n). Il vient

V ar(Sn) ≥
∑

k≤n

∫

Ak

S2
ndP.

On a Sn = (Sn − Sk) + Sk, et donc

V ar(Sn) ≥
∑

k≤n

∫

Ak

S2
ndP ≥

∑

k≤n

∫

Ak

(S2
k + 2Sk(Sn − Sk))dP,

puisque S2
k ≥ 0.

Ensuite Sn − Sk = f(Xk+1, . . . , Xn) avec f(xk+1, . . . , xn) = xk+1 + . . .+ xn, et Sk =
g(X1, . . . , Xk) de façon analogue. De plus, 1Ak

= h(X1, . . . , Xk) pour une application
borélienne h : Rk → [0, 1]. Par indépendance, on a

P(X1,... ,Xn) = P(X1,... ,Xk) ⊗ P(Xk+1,... ,Xn),
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et donc f et gh étant boréliennes, il s’ensuit que (Sn−Sk)⊥⊥Sk. Dans L2(P), cela impose

∫

Ak

(Sn − Sk)SkdP = E((Sn − Sk)(Sk1Ak
)) = E(Sn − Sk)E(Sk1Ak

) = 0,

puisque Sn − Sk est centrée. Et donc

Var(Sn) ≥
∑

k≤n

∫

Ak

S2
kdP ≥

∑

k≤n

∫

Ak

α2dP = α2P(Ωn).

Inégalité maximale d’Etemadi. Sous les mêmes hypothèses, on a

P( max
1≤k≤n

|Sk| ≥ 3α) ≤ 3 max
1≤k≤n

P(|Sk| ≥ α).

Preuve. Reprenons les notations de la preuve précédente, et notons Ak = Ak(3α) et
Ωn = ∪k≤nAk l’union disjointe correspondante. Alors

P(Ωn) = P(Ωn∩{|Sn| ≥ α})+P(Ωn∩{|Sn| < α}) ≤ P(|Sn| ≥ α)+
∑

k≤n−1

P(Ak∩{|Sn| < α}),

puisque An ∩ {|Sn| < α} = ∅.
Puisque Sn = (Sn−Sk)+Sk, pour que |Sk| ≥ 3α, sachant que |Sn| < α, il est nécessaire

que |Sn − Sk| ≥ 2α, et donc si k ≤ n− 1, Ak ∩ {|Sn| < α} ⊂ Ak ∩ {|Sn − Sk| ≥ 2α}, et
donc

P(Ωn) ≤ P(|Sn| ≥ α) +
∑

k≤n−1

P(Ak ∩ {|Sn − Sk| ≥ 2α}).

A nouveau par indépendance, on a 1Ak
⊥⊥1|Sn−Sk|≥2α, et donc

P(Ak ∩ {|Sn − Sk| ≥ 2α}) = P(Ak)P(|Sn − Sk| ≥ 2α).

Donc, puisque
∑

k≤n−1 P(Ak) ≤ 1, il vient

P(Ωn) ≤ P(|Sn| ≥ α) + max
1≤k≤n

P(|Sn − Sk| ≥ 2α).

Ensuite pour que |Sn − Sk| ≥ 2α, il faut que ou bien |Sn| ≥ α, ou bien |Sk| ≥ α, et donc

P(Ωn) ≤ P(|Sn| ≥ α) + max
k≤n−1

P(|Sn| ≥ α) + P(|Sk| ≥ α)),

et la conclusion s’en suit.
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Application : convergence p.s. de séries de v.a. indépendantes. Soit (Xn)
une suite indépendante de v.a. satisfaisant aux mêmes hypothèses que les précédentes.
Notons Sn =

∑

1≤k≤nXk. Soit S une v.a.. Alors

(Sn) CVPS vers une v.a. S ⇔ ∀ε > 0, P(|Sn − S| ≥ ε) −→
n→∞

0

(on dit alors que Sn converge vers S en probabilité).

Preuve.
⇒ : si Sn CVPS vers S, alors pour ε > 0, P(lim sup{|Sn − S| ≥ ε}) = 0. Mais
lim sup{|Sn − S| ≥ ε} = ∩n ↓ ∪m≥n{|Sm − S| ≥ ε}, et donc par monotonie de P, il vient

0 ≤ lim infn P({|Sn − S| ≥ ε}) ≤ lim supn P({|Sn − S| ≥ ε})
≤ lim supn P(∪m≥n{|Sm − S| ≥ ε}) = 0.

⇐ : on va montrer que P-p.s., (Sn) est Cauchy. Pour cela observons d’abord que

P(|Sn+j − Sn| ≥ ε) ≤ P(|Sn+j − S| ≥ ε

2
) + P(|Sn − S| ≥ ε

2
).

L’hypothèse entrâıne donc que

lim
n

sup
j≥1

P(|Sn+j − Sn| ≥ ε) = 0.

Par l’inégalité maximale d’Etemadi, on a

P( max
1≤j≤k

|Sn+j − Sn| ≥ ε) ≤ 3 max
1≤j≤k

P(|Sn+j − Sn| ≥
ε

3
),

dont il découle que

P(sup
k≥1

|Sn+k − Sn| > ε) ≤ 3 sup
k≥1

P(|Sn+k − Sn| ≥
ε

3
).

Donc P(supk≥1 |Sn+k − Sn| > ε) →n 0. D’autre part on a l’inclusion

{ sup
j,k≥n

|Sj − Sk| > ε} ⊂ {sup
k≥1

|Sn+k − Sn| >
ε

2
},

et donc il s’ensuit que la condition de Cauchy pour ε > 0 est satisfaite avec probabilité
1, quel que soit ε > 0.

Les deux inégalités maximales précédentes majorent la probabilité pour que le maxi-
mum dépasse quelquechose. La suivante la minore :
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Inégalité de Kolmogorov à gauche. Soit c > 0 et supposons que (Zn) soit une
suite indépendante de v.a., centrées, et uniformément bornées par c (|Zn| ≤ c). Soit
ε > 0 et notons Sk = Z1 + . . .+ Zk. Alors

1 − (ε+ c)2
∑

k≤n Var(Zk)
≤ P(max

k≤n
|Sk| ≥ ε).

Preuve. Toujours avec les mêmes notations, en notant Bk = {maxj≤k |Sj | < ε},
avec Ak = Ak(ε), on a Bk ∩Ak = ∅ et Bk = Bk+1 ∪ Ak+1. On en déduit que

Sk−11Bk−1
+ Zk1Bk−1

= Sk1Bk−1
= Sk1Bk

+ Sk1Ak
. (♠)

En élevant tout au carré, en prenant l’espérance, en tenant compte du fait que les vari-
ables sont centrées, avec par indépendance Zk⊥⊥1Bk−1

et Zk⊥⊥Sk1
1Bk−1

, et du fait que
1Ak

1Bk
= 0, il découle de (♠) que

E(S2
k−11Bk−1

) + P(Bk−1)Var(Zk) = E(S2
k1Bk

) + E(S2
k1Ak

). (♦)

De la définition de Ak et du fait que |Zk| ≤ c, il découle de (♠) que

|Sk1Ak
| ≤ |Sk−11Ak

| + |Zk|1Ak
≤ (ε+ c)1Ak

. (♥)

De (♦) et (♥), il découle que, puisque Bn ⊂ Bk−1,

E(S2
k−11Bk−1

) + P(Bn)V ar(Zk) ≤ E(S2
k1Bk

) + (ε+ c)2P(Ak),

dont il suit en sommant sur 1 ≤ k ≤ n, et puisque
∑

k≤n P(Ak) = P(Ωn) et P(Bn) =

1 − P(Ωn), que

(1− P(Ωn))(
∑

1≤k≤n

Var(Zk)) ≤ (ε+ c)2P(Ωn) + ε2P(Ωn). (♣)

Notons Σ =
∑

1≤k≤n V ar(Zk) et p = P(Ωn). On veut Σ − (ε+ c)2 ≤ pΣ. Pour l’instant

on a, d’après (♣), que

(1 − p)Σ ≤ (ε+ c)2p+ ε2(1 − p)
⇔ Σ − ε2 ≤ p((ε+ c)2 + Σ − ε2)
⇒

(0≤p≤1)
Σ − ε2 ≤ pΣ + (ε+ c)2 − ε2

⇔ Σ − (ε+ c)2 ≤ pΣ.
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5.4. Convergence de séries aléatoires.

Si la série des variances converge, la série CVPS. Soit (Xi)i≥1 une suite de
v.a. indépendante. Supposons les centrées et dans L2(P). Alors

∑

i

V ar(Xi) <∞ =⇒
∑

i

Xi converge P-p.s.. (C2)

Preuve. On pose Sn = X1 + . . .+Xn, et il s’agit de montrer que (Sn) est P-p.s. de
Cauchy.

Soit ε > 0 : alors par l’inégalité maximale de Kolmogorov, si m,n ≥ 1, on a

P( max
1≤k≤n

|Sn+k − Sn| > ε) ≤ 1

ε2

∑

1≤k≤n

V ar(Xm+k),

et par monotonie de P, il s’ensuit que

P(sup
k≥1

|Sm+k − Sm| > ε) ≤ 1

ε2

∑

k≥1

Var(Xm+k).

Comme
∑

t V ar(Xt) <∞, la série queue tend vers 0, et donc

lim
m

P(sup
k≥1

|Sm+k − Sm| > ε

︸ ︷︷ ︸

A(m,ε)

) = 0, ∀ε > 0.

Notons E(n, ε) = {supj,k≥n |Sj − Sk| > 2ε}, et soit E(ε) = ∩n≥1 ↓ E(n, ε). Alors

(Sn) P − p.s. de Cauchy ⇔ ∀ε > 0, P(E(ε)) = 0.

Mais puisque si j, k ≥ m et |Sj − Sk| = |(Sj − Sm) + (Sm − Sk)| > 2ε impose que
|Sj − Sm| > ε ou bien que |Sk − Sm| > ε, il s’ensuit que

E(m, ε) ⊂ A(m, ε).

Donc 0 ≤ P(E(ε) ≤ limm ↓ P(A(m, ε) = 0.

Corollaire - Convergence des séries de v.a. uniformément bornées. Soit
(Yn) une suite indépendante de v.a. telle qu’il existe c > 0 satisfaisant |Yn| ≤ c P-p.s.,
pour chaque n. Alors

∑

n

Yn CVPS ⇒
∑

n

E(Yn) CV et
∑

n

Var(Yn) CV. (C3)
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Preuve. Soit (Ω,B,P) l’espace probabilisé sous-jacent et notons

(Ω̃, B̃, P̃) = (Ω × Ω,B ⊗ B,P ⊗ P), π1(ω, ω
′) = ω, π2(ω, ω

′) = ω′

l’espace produit et les projections associées. Notons Ỹn = Yn◦π1 et Ỹ ′
n = Yn◦π2. Puisque

P̃π1
= P̃π2

= P, on a
PỸn

= PỸ ′
n

= PYn
,

et donc E(Yn) = E(Ỹn) = E(Ỹ ′
n) et V ar(Yn) = V ar(Ỹn) = V ar(Ỹ ′

n), par le théorème de

transfert. La suite de v.a. (Ỹ ′
n) est une copie indépendante de la suite (Yn) dans la

mesure où par construction il découle directement des définitions que

{
(a) : P̃(Ỹ ′

1 ,... ,Ỹ ′
n) = P̃(Ỹ1,... ,Ỹn) = P(Y1,... ,Yn), n ≥ 1;

(b) : (Ỹ1, . . . , Ỹn)⊥⊥(Ỹ ′
1 , . . . , Ỹ

′
n), n ≥ 1.

Observons aussi que, si Sn = Ỹ1 + . . .+ Ỹn et S′
n = Ỹ ′

1 + . . .+ Ỹ ′
n,

P̃(
∑

n Ỹ
′
n CV ) = P̃({(ω, ω′) : (S′

n(ω, ω′)) Cauchy})
= P({ω′ ∈ Ω : (Sn(ω′)) Cauchy}) = 1,

par hypothèse. Donc
∑

n Ỹ
′
n CVPS, et de même

∑

n Ỹn aussi.

Formons la suite Zn = Ỹn− Ỹ ′
n. Alors la suite (Zn) est une suite de v.a. indépendante,

uniformément bornées par 2c, centrées. En outre V ar(Zn) = 2V ar(Yn).
Supposons que

∑

n V ar(Zn) = +∞. Alors en appliquant l’inégalité maximale de
Kolmogorov à gauche, on obtient, pour tout m ≥ 1 et ε > 0,

1 = 1− limn
(ε+2c)2∑

k≤n
Var(Zm+k)

≤ lim infn P(max1≤k≤n |Sm+k − Sm| ≥ ε)
= P(∪n{max1≤k≤n |Sm+k − Sm| ≥ ε}),

par monotonie de P et croissance des ensembles {max1≤k≤n |Sm+k − Sm| ≥ ε} indexés
par n.

Il s’en suit que quel que soit ε > 0, pour presque tout ω ∈ Ω, pour tout m ≥ 1, il
existe un k ≥ 1 tel que

|Sm+k(ω) − Sm(ω)| ≥ ε,

et donc sauf peut-être sur un ensemble négligeable, la suite (Sn) ne satisfait jamais la
condition de Cauchy. Or

∑

n Zn CVPS comme différence de deux séries qui CVPS. Une
contradiction.

Donc
∑

n V ar(Zn) <∞, et donc
∑

n Var(Yn) <∞.
Mais V ar(Yn) = V ar(Yn−E(Yn)), et (Yn−E(Yn)) est une suite indépendante de v.a.,

centrées, dont la série des variances converge. Par application de (C2), il s’ensuit que
∑

n(Yn−E(Yn) CVPS. Et comme
∑

n Yn CVPS par hypothèse, il s’ensuit que
∑

n E(Yn)
CVPS, par différence. Mais ceci signifie, puisqu’il s’agit de constantes, que

∑

n E(Yn)
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converge tout simplement.

Suivent quelques définitions et un lemme préliminaire. Soient (Yn) et (Y ′
n) deux suites

de v.a.. Nous dirons qu’elles sont queue équivalentes, noté Yn

q≡ Y′
n, si

P(lim sup
n

{Yn 6= Y′
n}) = 0.

Nous dirons qu’elles sont convergence équivalentes, noté Yn

c≡ Y′
n, si

P

(

(
∑

n

Yn CV et
∑

n

Y′
n CV) ∨ (

∑

n

Yn DV et
∑

n

Y′
n DV)

)

= 1.

Lemme d’équivalence. Si
∑

n P(Yn 6= Y ′
n) <∞, alors Yn

q≡ Y ′
n et Yn

c≡ Y ′
n.

Preuve. Par le premier lemme de Borel-Cantelli, l’affirmation Yn
q≡ Y ′

n est immédiate.

De fait, il en résulte que P-p.s. en ω, les deux suites (Yn(ω)) et (Y ′
n(ω)) ne diffèrent que

par un nombre fini de termes. Et donc les séries associées doivent converger ou diverger
simultanément.

Théorème des trois séries de Kolmogorov. Soit (Xi)i≥1 une suite indépendante

de v.a.. Posons pour c > 0, X
(c)
n = Xn1|Xn|≤c. Notons

S1(c) =
∑

n

P(|Xn| > c), S2(c) =
∑

n

E(X(c)
n ), S3(c) =

∑

n

var(X(c)
n ).

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :







(i) :
∑

n Xn CVPS;
(ii) : ∃c > 0,max{S1(c),S2(c),S3(c)} <∞;
(iii) : ∀c > 0,max{S1(c),S2(c),S3(c)} <∞.

Preuve. Nous montrerons (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i) ⇒ (iii). La première de ces trois
implications est triviale.
(ii) ⇒ (i) : soit c > 0 tel que les trois séries convergent. Puisque {|Xn| > c} = {Xn 6=
X

(c)
n }, il résulte du lemme d’équivalence et de la convergence de S1(c) que

∑

nXn
c≡

∑

nX
(c)
n .
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Montrons donc que
∑

nX
(c)
n CVPS. La convergence de S3(c) nous indique, d’après

(C2), que
∑

n(X
(c)
n − E(X

(c)
n )) CVPS, et S2(c) indique que

∑

n E(X
(c)
n ) CV. Donc

∑

nX
(c)
n CVPS.

(i) ⇒ (iii) : donnons nous c > 0.

Si
∑

nXn CVPS, alors Xn → 0 P-p.s., et donc P-p.s., il n’existe qu’un nombre fini de
n tels que |Xn| > c. Cela signifie que

P(lim sup{|Xn| > c}) = 0.

Par indépendance, et le second lemme de Borel-Cantelli (appliqué par contraposition),

il s’ensuit que S1(c) < ∞ (S1(c) =
∑

n P(Xn 6= X
(c)
n ) < ∞). Et donc par le lemme

d’équivalence, Xn
c≡ X

(c)
n .

Mais puisque
∑

nXn CVPS, il s’en suit que
∑

nX
(c)
n CVPS aussi.

Alors (X
(c)
n ) est indépendante et uniformément bornée par c > 0. Et sa série CVPS :

par (C3) il s’ensuit que S2(c) et S3(c) convergent.

5.5. Exercices.
I : “Intégration de Monte-Carlo”.

Soit (Ω,B,P) = ([0, 1],B, m) (m=mesure de Lebesgue), et f ∈ L2. Soit (Ui)i≥1 une
suite i.i.d., de loi commune la loi uniforme sur [0, 1]. On pose

In =
1

n
(f(U1) + . . .+ f(Un)).

a) : montrer que In
P−p.s.−→
n→∞

Em(f);

b) : utiliser l’inégalité de Chebyshev pour estimer P(|In − I| > a√
n
).

II : “Théorème de Bernstein”.
Soit f ∈ C([0, 1]), et soit fn(x) =

∑n
m=0C

m
n x

m(1 − x)n−mf(m/n) le nième polynôme
de Bernstein associé à f .
a) : soit Sn la somme de n variables indépendantes de loi de Bernoulli de paramètre

p, 0 < p < 1. Montrer que Ef(Sn/n) = fn(p).
b) : soit M = ||f ||∞. Pour ε > 0, choisir δ > 0 tel que |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε

(justifier).
Montrer qu’alors |E(f(Sn/n)) − f(p)| ≤ ε+ 2MP(|Sn/n− p| > δ).

c) : montrer avec Chebyshev que P(|Sn/n− p| > δ) ≤ 1
4nδ2 .

d) : montrer que ||fn(x) − f(x)||∞ → 0 si n→ ∞.

III : “Loi forte dans L4”.
Soit (Xi)i≥1 une suite i.i.d. dans L4 telle que µ = E(X1). On veut montrer que
Sn/n→ µ P-p.s..
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a) : montrer que l’on peut supposer sans perte de généralité que µ = 0.
b) : développer E(S4

n) pour en déduire que E(S4
n) ≤ Cn2.

c) : en déduire avec l’inégalité de Markov que P(|Sn| > nε) ≤ C/(n2ε4).
d) : montrer à l’aide du premier Lemme de Borel-Cantelli que

P(lim sup{|Sn| > ε}) = 0. Conclure.

IV : “Un continuum de mesures mutuellement singulières sur [0, 1]”.

Pour x ∈ [0, 1], on note (εn(x))n≥1 ∈ {0, 1}N∗

une suite telle que

x =
∑

n≥1

εn(x)

2n
.

a) : montrer que si x n’est pas rationnel de la forme p
2m , alors la suite (εn(x)) est

unique. Montrer que sinon il en existe au plus deux.
b) : on note π : {0, 1}N

∗ → [0, 1] l’application définie par π((εn)n≥1) =
∑

n≥1
εn

2n .

Sur Ω := {0, 1}N∗

, on choisit la tribu B =
⊗

N∗ P({0, 1}). Montrer qu’alors π est
(B − B(R))-mesurable.

c) : soit p ∈]0, 1[, soit Pp la probabilité sur ({0, 1},P({0, 1})) définie par Pp({1}) = p.

Soit enfin P̃p =
⊗

N∗ Pp la probabilité produit correspondante sur (Ω,B). Montrer

que (P̃ 1
2
)π = m, la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

d) : en utilisant la loi forte des grands nombres, une fois, cependant, son utilisation

justifiée, montrer que p 6= q ⇒ P̃p ⊥ P̃q. Montrer qu’il en est de même de (P̃p)π

et de (P̃q)π. Ces mesures sont-elles discrètes ? Absolument continues ?
Indication : considérer Xk((εn)n≥1) = εk.
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Suites stationnaires et théorème ergodique

6.1. Intégrabilité uniforme (ou équi-intégrabilité).
Soit (Ω,B,P) un espace de probabilité, et f ∈ L1(P). Alors par convergence dominée,

lim
n→∞

∫

{|f |≥n}
|f |dP = 0.

Une suite (fk) dans L1(P) est dite uniformément intégrable si

lim
n→∞

sup
k

∫

{|fk|≥n}
|fk|dP = 0.

Remarquons que si (fk) est uniformément intégrable, alors

sup
k

∫

|fk|dP <∞.

Si f, g ∈ L1(P) et si h = max{|f |, |g|), alors

∫

|f+g|≥2n

|f + g|dP ≤ 2

∫

h≥n

hdP ≤ 2

(
∫

|f |≥n

|f |dP +

∫

|g|≥n

|g|dP
)

.

Et donc si (fk) et (gk) sont uniformément intégrables, il en est de même de (fk + gk).

Remarque. Si la suite (fk) est telle qu’il existe g intégrable avec |fk| ≤ |g| (donc si
elle est dominée dans L1(P)), alors elle est équi-intégrable.

Le résultat suivant généralise le théorème de convergence dominée de Lebesgue.

Théorème 1. Supposons (fk) dans L1(P). Supposons que fk → f P-p.s.. Alors
a) : si la suite (fk) est uniformément intégrable, f est intégrable et E(fk) → E(f);
b) : si fk ≥ 0, et f intégrable, et si E(fk) → E(f), la suite (fk) est uniformément

intégrable.

Preuve. Si a), alors par le Lemme de Fatou, E(|f |) ≤ supk

∫
|fk|dP < +∞, et donc

f ∈ L1(P). Notons

fα
k = fk1|fk|<α, fα = f1|f |<α.

Alors fα
k →k→∞ fα P-p.s. si P(|f | = α) = 0 (remarquons que l’ensemble des α tels

que P(f = α) > 0 est au plus dénombrable, puisque
∑

P(f=α)>0 P(f = α) ≤ 1), et par

convergence dominée, E(fα
k ) →k E(fα).
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D’autre part E(fk − fα
k ) =

∫

|fk|≥α
fkdP et E(f − fα) =

∫

|f |≥α
fdP, donc

lim sup
k

∣
∣
∣
∣

∫

fkdP −
∫

fdP

∣
∣
∣
∣
≤ sup

k

∫

|fk|≥α

fkdP +

∫

|f |≥α

|f |dP →α 0.

Si b), alors comme E(fα
k ) → E(fα) si P(f = α) = 0, il s’ensuit que E(|fk|1|fk|≥α) →

E(|f |1|f |≥α), par positivité. Soit ε > 0. Il existe α0 tel que P(f = α0) = 0, et si α ≥ α0,

E(|f |1|f |≥α) < ε.

Alors il existe k0 tel que si k ≥ k0, et α ≥ α0, et P(f = α) = 0,

E(fk1|fk|≥α) ≤ E(fk1|fk|≥α0
) < ε.

Ensuite limα max{E(|fk|1|f |≥α), 1 ≤ k < k0} = 0. La conclusion s’en suit.

Voici une autre expression de l’équi-intégrabilité :

Théorème 2. Une suite (fk) est équi-intégrable si et seulement si

{
(i) : supk E(|fk|) <∞;
(ii) : limP(A)→0 supk E(|fk|1A) = 0.

Preuve.
⇐ : soit ε > 0 et δ > 0 tel que P(A) < δ ⇒ supk E(|fk|1A) < ε. Utilisons l’inégalité de
Markov :

sup
k

P(|fk| ≥ n) ≤ 1

n
sup

k
E(|fk|) −→

n→∞
0.

Donc pour n ≥ n0, pour tout k, P(|fk| ≥ n) < δ. Et alors pour un tel n, et pour tout k,
E(|fk|1|fk|≥n) < ε.
⇒ : soit A ∈ B : alors

E(|fk|1A) = E(|fk|1A∩{|fk|≥n}) + E(|fk|1A∩{|fk|<n})
≤ E(|fk|1|fk|≥n) + nP(A).

Il s’ensuit que
sup

k
E(|fk|1A) ≤ sup

k
E(|fk|1|fk|≥n) + nP(A).

Il suffit alors de choisir n assez grand d’abord, pour que le second sup ne dépasse pas ε
2
,

puis une fois fixé, de prendre δ = ε
2n .

Pour conclure voici un critère pratique d’équi-intégrabilité :
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Equi-intégrabilité et espaces L1+ε. Soit ε > 0. Supposons que la suite (Xn)
soit dans L1+ε et que supn E(|Xn|1+ε) <∞. Alors la suite est équi-intégrable.

Preuve. On remarque que
∫

|Xn|≥α
αε|Xn| ≤

∫
|Xn|1+ε = E(|Xn|1+ε). Et donc

sup
n

∫

|Xn|≥α

|Xn| ≤
1

αε
sup

n
E(|Xn|1+ε) →α→+∞ 0.

6.2. Suites stationnaires de v.a. et systèmes dynamiques.
Soit (Ω,B,P) un espace probabilisé et (Xn)n≥0 une suite de v.a. réelles. Nous dirons

qu’elle est stationnaire si pour chaque p ≥ 1, et n ≥ 0,

P(X0,... ,Xp−1) = P(Xn,... ,Xn+p−1).

Une suite stationnaire (Xn) est dite intégrable si X0 ∈ L1(P). Puisque PX0
= PXn

, il
s’ensuit que pour une telle suite,

E(X0) = E(Xn), n ≥ 0.

Un système dynamique est un quadruplet (Ω,B,P, T ) où T : Ω → Ω est mesurable
et la condition suivante est satisfaite :

PT = P.

On dit alors que P est T-invariante. Si f ∈ L1(P), alors le théorème de transfert impose
que

f ◦ T ∈ L1(P) et E(f ◦ T) = E(f).

Une conséquence simple de la T -invariance de P est alors aussi que (f ◦ Tn)n≥0 est une
suite stationnaire intégrable.

Exemple. Posons (Ω,B,P) = ([0, 1],B([0, 1]), m) et notons Tω = 2ω mod 1. On
obtient un système dynamique (Ω,B,P, T ) (vérifier que mT = m), et si f ∈ L1(m),
(f ◦ Tn)n≥0 est une suite stationnaire.

Réciproque. Etant donnée (Ω̃, B̃, P̃) et (X̃n)n≥0 une suite stationnaire, il existe un
système dynamique (Ω,B,P, T ) et une fonction mesurable X : Ω → R tels que

P(X̃0,... ,X̃n) = P(X,... ,X◦Tn), n ≥ 0.

Preuve. Considérons la suite d’espaces probabilisés (Rn,B(Rn),P(X̃0,... ,X̃n−1)
). No-

tons encore ψn : Rn+1 → Rn et πn : RN → Rn les projections canoniques. Alors les
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conditions du théorème d’extension de Kolmogorov sont satisfaites, et donc il existe une
unique probabilité P sur (Ω,B) = (RN, T ) telle que

Pπn
= P(X̃0,... ,X̃n−1)

, n ≥ 1.

Soit T : RN → RN définie par

T(ω0, ω1, . . . ) = (ω1, ω2, . . . ),

qu’on appelle le shift ou décalage à gauche.
Si P est un pavé de Rn, alors T−1(π−1

n P ) = π−1
n+1(R × P ), et donc

P(T−1(π−1
n P )) = P(π−1

n+1(R × P ))
= P(X̃0,... ,X̃n)(R × P ) (Pπn+1

= P(X̃0,... ,X̃n))

= P(X̃1,... ,X̃n)(P ) (car X̃0 ∈ R)

= P(X̃0,... ,X̃n−1)
(P ) (stationnarité)

= P(π−1
n (P )). (Pπn

= P(X̃0,... ,X̃n−1)
)

Puisque les π−1
n (P ), P pavé de Rn, n ≥ 1, engendrent T , il s’ensuit que PT = P.

Notons Xn : RN → R, n ≥ 0, les v.a. définies par

X0(ω0, ω1, . . . ) = ω0, et Xn = X0 ◦ Tn, n ≥ 0.

C’est une suite stationnaire. Il nous reste à vérifier que

P(X̃0,... ,X̃n−1)
= P(X0,... ,Xn−1)

pour chaque n ≥ 1. Soit P =
∏n−1

i=0 Ai un pavé de Rn. Alors

P(X0,... ,Xn−1)(P) = P(∩n−1
i=0 {ωi ∈ Ai}) = P(π−1

n (P)) = P(X̃0,... ,X̃n−1)(P).

On appelle souvent l’espace (RN, T ,P) construit ci-dessus à partir de la suite station-

naire (X̃n) l’espace des trajectoires du processus (X̃n).
Par la suite, nous ne considérerons donc plus qu’un système dynamique (Ω,B,P, T )

et une fonction mesurable f : Ω → R, ce qui est plus commode.

6.3. Ergodicité.
Le système dynamique (Ω,B,P, T ) est dit ergodique si pour tout A ∈ B,

A = T−1A ⇒ P(A) = 0 ou P(A) = 1,

autrement dit les ensembles mesurables invariants (A = T−1A) sont de mesure nulle ou
pleine.
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Lemme - fonctions invariantes et ergodicité. Supposons (Ω,B,P, T ) ergodique,
et soit X : Ω → R une variable aléatoire T -invariante, i.e. P-p.s., X = X ◦ T . Alors X
est P-p.s. constante.

Preuve. Puisque X = X ◦ T , si a ∈ R, il s’ensuit que l’ensemble {X ≤ a} est
invariant. Par ergodicité, nous obtenons donc que quel que soit a ∈ R, FX(a) = P(X ≤
a) = 0 ou 1.

Comme FX ne prend que les valeurs 0 et 1, de par ses propriétés caractéristiques, il
existe un unique a0 tel que

a < a0 ⇒ FX(a) = 0 et FX(a0) = 1.

On en conclut que X = a0 P-p.s..

6.4. Théorème ergodique (maximal).
L’histoire de ce théorème remonte au début du XXième siècle. Il est dû à Birkhoff,

qui a montré la convergence presque sûre à peu près au moment où Von Neumann le
démontrait pour la convergence dans L2.

La preuve originale de Birkhoff a été améliorée, et dans les années 1980 de nouvelles
preuves, utilisant des techniques de l’analyse dite “non standard” sont apparues, initiées
par le travail de Kamae.

La preuve que nous en présentons est dûe à Petersen (1999), issue d’améliorations
successives apportées à l’approche de Kamae par Ornstein, Katznelson, Weiss, Keane.

Le théorème ergodique s’accompagne toujours d’une inégalité maximale, préliminaire.

Théorème ergodique maximal. Soit (Ω,B,P, T ) un système dynamique, et f ∈
L1(P). Soit λ ∈ L1(P) T -invariante. Notons

Akf =
1

k

∑

j<k

f ◦ Tj, f∗N = max
1≤k≤N

Akf , f∗ = sup
N≥1

f∗N = sup
k≥1

Akf .

Alors ∫

{f∗>λ}
(f − λ)dP ≥ 0.

Preuve. Notons E = {f∗ > λ}, et EN = {f∗
N > λ}. Remarquons que puisque

λ = λ ◦ T ,
Akλ = λ, et donc Akf − λ = Ak(f − λ).

Supposons d’abord f ∈ L∞(P) : soit m >> N , et notons

Σm =
∑

j<m

[
(f − λ)1EN

]
◦ Tj.
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Soit ω ∈ Ω et considérons la suite dans {0, 1}m :

sm(ω) := (1EN
(ω), 1EN

(Tω), . . . , 1EN
(Tm−1ω)).

Nous pouvons à priori découper cette suite en tronçons successifs de “0” et de “1”. Nous
la lisons de droite à gauche, comme d’habitude.

Si sm(ω) ne comporte pas de “1”, alors Σm(ω) = 0.
Sinon, soit j le premier indice tel que T jω ∈ EN . Par définition de EN , il existe

1 ≤ k(T jω) ≤ N tel que
∑

i<k(T jω)(f − λ)(T iT jω) > 0.

Trois cas peuvent alors se présenter.
Le premier correspond au fait que

(sm(ω)j, . . . , sm(ω)j+k(Tjω)−1) = (1, . . . , 1).

Alors de la positivité de
∑

i<k(T jω)(f − λ)(T iT jω) nous concluons que

Σm(ω) > Σm−j−k(T jω)(T
j+k(T jω)ω).

Le second est celui où j + k(T jω) < m mais

(sm(ω)j, . . . , sm(ω)j+k(Tjω)−1) = (1, . . . , 1, 0, ?, . . . , ?),

où “?” désigne 0 ou 1. Si 0 ≤ t < k(T jω) est tel que sm(ω)j+t = 0, alors (f−λ)(T j+tω) ≤
0, et donc

∑

k<k(T jω)

(f − λ)1EN
(T kT jω) ≥

∑

k<k(T jω)

(f − λ)(T kT jω) > 0,

dont il découle que

Σm(ω) > Σm−j−k(T jω)(T
j+k(T jω)ω).

Le troisième cas est celui où j + k(Tjω) ≥ m : alors on s’arrête. Et puisque |f − λ| ≤
||f ||∞ + |λ|, et k(T jω) ≤ N ,

Σm(ω) ≥ −N(||f ||∞ + |λ|).

Sinon on continue, dans les deux premiers cas, en repartant de Σm−j−k(T jω)(T
j+k(T jω)ω),

et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on rencontre le troisième cas, ce qui est obligatoire. Au
bout du compte, par une suite finie de minorations, on obtient

Σm ≥ −N(||f ||∞ + |λ|).
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Par T -invariance, on a E(Σm) = m
∫

EN
(f − λ)dP, et donc en divisant par m et en

intégrant aussi le terme de droite ci-dessus, on obtient
∫

EN

(f − λ)dP ≥ N

m
(||f ||∞ + |λ|) −→

m→∞
O.

Et donc ∫

EN

(f − λ)dP ≥ 0.

Ensuite, puisque ∪N ↑ EN = E, en dominant par |f |+ |λ| ∈ L1(P), et en appliquant le
théorème de convergence dominée à la suite ((f−λ)1EN

), on obtient l’inégalité maximale
pour f ∈ L∞(P).

Seconde étape : passage à f ∈ L1(P) : on va tronquer f en posant φs = f1|f |≤s pour

s ≥ 1. On a φs → f simplement et par convergence dominée on a E(φs) → E(f). Notons

f∗,s
N = max

1≤k≤N
Ak(φs), et Es

N = {f∗,s
N > λ}.

Puisque {φs 6= f} ↓ ∅, il s’ensuit que

P(EN∆Es
N ) → 0), et f∗,s

N

L1(P)−→
P−p.s.

f∗
N ,

et donc à nouveau par convergence dominée, et le résultat établi dans le cas L∞(P), on
obtient

0 ≤
∫

{f∗,s
N >λ}

(φs − λ)dP →
∫

EN

(f − λ)dP.

Il suffit pour conclure de faire N → ∞ en utilisant encore une fois la convergence
dominée.

6.5. Le théorème ergodique.

Théorème ergodique. Soit (Ω,B,P, T ) un système dynamique et f ∈ L1(P). Alors

Akf CVPS vers une v.a. intégrable de même espérance que f .

Preuve. Notons

Ā = Ā(f) = lim sup
k

Akf , et A = A(f) = lim inf
k

Akf .

Montrons que Ā et A sont T -invariantes : soit ω ∈ Ω et soit nk(ω) → ∞ telle que
Ā(ω) = limk Ank(ω)f(ω). Remarquons que

Anf(Tω) =
n+ 1

n
(An+1f(ω) − f(ω)

n
),
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et donc que limk Ank(ω)f(Tω) → Ā(ω). Puisque la lim sup est la plus grande valeur

d’adhérence, il s’ensuit que Ā(Tω) ≥ Ā(ω). Réciproquement, on utilise le même argu-
ment, et le fait que

An+1f(ω) =
n

n+ 1
(Anf(Tω) +

f(ω)

n+ 1
).

Pour montrer que A = A ◦ T , on procède de même.
Supposons tout d’abord que f ≥ 0 : soit n ≥ 1 et posons λn = min{n, Ā} − 1

n . Alors λn

est T -invariante, intégrable, et λn < Ā(f). De plus,

lim sup
k

Akf = lim
n

↓ sup
k≥n

Akf ≤ sup
k≥1

Ak(f) = f∗,

et donc {f∗ > λn} = Ω. Ainsi le théorème ergodique maximal s’applique et montre que

E(f) ≥ E(λn) =

∫

Ā≤n

ĀdP − 1

n
.

Puisque 1
n → 0, et que E(min{Ā, n}) ↑ E(Ā), il s’ensuit que Ā ∈ L1(P) et que

∫

ĀdP ≤
∫

fdP.

Ensuite décomposons f = f+ − f− : alors comme 0 ≤ Ā(f)+ ≤ Ā(f+), 0 ≤ Ā(f)− ≤
Ā(f−), le cas f ≥ 0 précédent montre que Ā(f)+ et Ā(f)− sont intégrables. Donc
Ā ∈ L1(P). De plus Ā est T -invariante, et le même argument que ci-dessus montre que
Ω = {f∗ > Ā − ε}, quel que soit ε > 0. En prenant λε = Ā − ε, qui est T -invariante et
intégrable, on a ∫

fdP ≥
∫

λεdP.

En outre
∫
λεdP ↑ε→0+

∫
ĀdP, et donc

f ∈ L1(P) ⇒
∫

fdP ≥
∫

ĀdP.

Appliquons cela à −f pour obtenir, puisque Ā(−f) = −A(f),

−
∫

AdP ≤ −
∫

fdP.

De ces deux inégalités il résulte que

∫

Ā ≤
∫

f ≤
∫

A,
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et donc Ā− A ≥ 0, est intégrable, et
∫
(Ā−A) ≤ 0. Donc A = Ā P-p.s.. Et donc (Akf)

converge presque sûrement vers une v.a. Ā intégrable.
Il reste à montrer que E(Ā) = E(f). Remarquons que E(Akf) = E(f), par T -

invariance de P. Nous allons montrer que la suite (Akf) est uniformément intégrable, ce
qui montrera que E(Ā) = E(f).

Soit λ ∈ R et posons Eλ = {f∗ > λ}. Alors Par le théorème ergodique maximal, on a

λP(Eλ) ≤ E(|f |).

En appliquant ceci à −f , et en posant Gλ = {supk |Akf | > λ}, il vient

λP(Gλ) ≤ 2E(|f |).

Donc pour λ et α > O,

∫

|Akf |>λ
|Akf |dP ≤ 1

k

∑

j<k

∫

Gλ
|f | ◦ T jdP

≤ 1
n

∑

j<k

(∫

|f |◦T j>α
|f | ◦ T jdP + αP(Gλ)

)

=
∫

|f |>α
|f |dP + αP(Gλ)

≤
∫

|f |>α
+2α

λ
E(|f |).

Choisir α =
√
λ et faire λ→ ∞ pour conclure.

Le cas ergodique. Si P est ergodique, et f est intégrable, alors

Akf → E(f) P − p.s..

Preuve. Notons f̄ = limk Akf = Ā(f). Alors f̄ est T -invariante, et par ergodicité, il
s’ensuit que f̄ = Cte P-p.s.. Mais comme E(f̄) = E(f), la valeur de la constante ne peut
être que E(f).

6.6. Le théorème ergodique entrâıne la loi forte i.i.d..
La loi forte d’Etemadi est valable pour une suite indépendante (X̃n)n≥0 de v.a. iden-

tiquement distribuées intégrables.

Petit Lemme. Une suite (Zn)n≥0 converge P-p.s. vers 0 si et seulement si

∀ε > 0, P(lim sup
n

{|Zn| ≥ ε}) = 0.

Preuve. Notons A(ε) = lim supn{|Zn| ≥ ε}.
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⇒ : pour presque tout ω ∈ Ω, et tout ε > 0, il existe n(ω) tel que n ≥ n(ω) ⇒ |Zn(ω)| <
ε, et donc pour presque tout ω, pour tout ε > 0, ω n’appartient qu’a un nombre au plus
fini des ensembles {|Zn| ≥ ε}. Il s’ensuit que A(ε)c contient l’ensemble {Zn → 0}, et
donc a lui-même une mesure 1.
⇐ : posons B = ∩p≥1A( 1

p )c. Alors P(B) = 1. Soit ω ∈ B, et ε > 0. Alors soit p ≥ 1

tel que 1
p
< ε. Comme ω ∈ A( 1

p
)c, il s’ensuit qu’au-delà d’un certain rang, disons n(ω),

|Zn(ω)| < 1
p
< ε. Donc B ⊂ {Zn → 0}.

Théorème Ergodique ⇒ Loi Forte L1 i.i.d.. Comme le titre l’indique !

Preuve. Plaçons nous sur l’espace des trajectoires du processus supposé i.i.d. intégrable
(X̃n)n≥0, à l’origine défini sur l’espace (Ω̃, B̃, P̃). La suite obtenue (X ◦ Tn)n≥0 est i.i.d.
dans L1(P) car pour tout n ≥ 1,

P(X,... ,X◦Tn) = P⊗n

X .

Et donc P = P⊗N

X . La loi 0 − 1 de Kolmogorov affirme que

T∞ := ∩nσ(X ◦ Tn,X ◦ Tn+1, . . . ) est triviale,

c’est à dire qu’elle ne contient que des évènements certains ou impossibles.
Soit A ∈ T T -invariant : alors pour chaque n, A = T−nA ∈ σ(X ◦ Tn, . . . ), et donc

A ∈ T∞, et donc P(A) = 0 ou 1. Donc T est ergodique.
Alors par le théorème ergodique,

1

N

∑

k<N

X ◦ Tk → E(X) = E(X̃0) P − p.s..

Notons SN = 1
N

∑

k<N X ◦ T k et S̃N = 1
N

∑

k<N X̃k.

Nous voulons montrer que P̃(S̃N −E(X̃0) → 0) = 1. Via notre petit Lemme, montrons
que pour tout ε > 0,

P̃(lim sup
n

{|S̃n − E(X̃0)| ≥ ε}) = 0,

ce qui suffira. Notons Ã(ε) = lim supn{|S̃n − E(X̃0)| ≥ ε}. Alors

Ã(ε)c = ∪n ↑ (∩p≥n ↓ { max
n≤t≤p

{|S̃t − E(X̃0)|} < ε}
︸ ︷︷ ︸

C̃(n,p,ε)

)

︸ ︷︷ ︸

B̃(n,ε)

.

Nous introduisons, de façon parfaitement similaire, les ensembles A(ε)c, B(n, ε), et
C(n, p, ε), correspondant à la suite (X ◦ Tn)n≥0 sur notre espace de trajectoires (en-
lever les “ ˜ ” partout).
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Notons, pour n ≥ 1, p ≥ n,

mn,p : Rp −→ R

(xi)i<p 7→ maxn≤t≤p | 1t
∑

j<t xj − E(X̃0)|

Alors mn,p est borélienne, et par construction, si ε > 0,

P̃(C̃(n, p, ε)) = P(X̃0,... ,X̃p−1)
(mn,p < ε) = P(X,... ,X◦T p−1)(mn,p < ε) = P(C(n, p, ε))

(les lois P(X̃0,... ,X̃p−1)
et P(X,... ,X◦T p−1) sont identiques). Et donc

P̃(Ã(ε)c) = limn ↑ (limp ↓ P̃(C̃(n, p, ε)))
= limn ↑ (limp ↓ P(C(n, p, ε)))
= limn ↑ B(ε, n)
= P(A(ε)c) = 1 !!!!

Exercice : on note (εi(x))i≥1 la suite des chiffres de {0, 1, . . . , 9} du nombre x ∈ [0, 1[
qui s’écrit en base 10 : x = 0, ε1(x)ε2(x) . . . .

Est-ce que, si Tx = 10x mod 1,

lim
N

1

N
#{1 ≤ i ≤ N : εi(x)εi+1(x)εi+2(x)εi+3(x) = 1789} converge P − p.s. ?

Est-ce que la loi des grands nombres permet d’obtenir ce résultat ?

On dit qu’un nombre x est normal en base 10 si quelle que soit la suite finie W =
W0W1 . . .Ww−1 ∈ {0, . . . , 9}w,

lim
N

1

N
#{1 ≤ i ≤ N : εi(x) . . . εi+w−1(x) = W} =

1

10w
.

Montrer que m presque tout x de [0, 1[ est normal en base 10.

S’ils le sont presque tous, le problème parfois peut-être d’en trouver un précisément
et qui le soit. Montrer que le nombre suivant (dû à Champernown) l’est :

x0 = 0, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 . . . .

Exercice : reprenons l’espace des lancés d’une pièce d’équilibrage 0 < p < 1, à savoir
(Ω,B,P) = ({0, 1}N, T ,P), et P(p) := P⊗N

p . Soit A l’évènement défini par

A : “les quatre premiers lancés donnent 0001”.
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Montrer que P-p.s., si ω = (ωi)i≥0 ∈ {0, 1}N, la fréquence d’apparitions de l’évènement
A dans ω est égale à p(1 − p)3.

Exercice : on partitionne l’intervalle [0, 1] en n intervalles disjoints, de longueurs p1, . . . , pn.
On appelle entropie de la partition le nombre h défini par

h = −
n∑

i=1

pi log pi.

Soit (Xi)i≥1 une suite i.i.d. de loi commune la loi uniforme sur [0, 1], et soit Zm(i) le
nombre des v.a.r. X1, . . . , Xm qui sont dans le iième intervalle de la partition. Montrer
que

Rm =
m∏

i=1

p
Zm(i)
i

satisfait à m−1 logRm → −h P-p.s..

Exercice : mettons que les catastrophes se produisent aux temps T1, . . . , Tn, . . . , où
Ti = X1 + . . .+Xn, et la suite (Xi)i≥1 est une suite i.i.d. de var positives.

Soit N(t) = max{n : Tn ≤ t}, le nombre de catastrophes déjà produites au temps t.
Montrer que si E(X1) <∞, alors N(t) → ∞ et N(t)/t→ 1/E(X1) P-p.s..



CHAPITRE 7 61

Convergence faible

7.1. Convergence faible, convergence en probabilité.
Une suite de probabilités boréliennes (µn) sur (R,B(R)) converge faiblement vers

µ, une autre probabilité borélienne sur (R,B(R)), si pour toute f bornée continue sur R,
on a Eµn

(f) → Eµ(f). On note alors

µn ⇒ µ.

Pour A ⊂ R, on note ∂A sa frontière, i.e. l’ensemble des points adhérents à la fois à
A et à Ac : ∂A = Ā ∩Ac.

Théorème 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) : µn ⇒ µ;
(2) : µn(A) → µ(A) pour tout A ∈ B(R) tel que µ(∂A) = 0;
(3) : µn(] −∞, x]) → µ(] −∞, x]) pour tout x tel que µ({x}) = 0;
(4) : (Skorohod) il existe un espace de probabilités (Ω,B,P) et des variables aléatoires

Y, Y1, Y2, . . . sur cet espace, tels que Yn → Y P-p.s. et PYn
= µn, et PY = µ.

Preuve.
(2) ⇒ (3) : évident.

(1) ⇒ (3) : soit ε > 0 et soit fε linéaire par trois morceaux, fε : R → R, continue, telle

que fε(t) = 1 si t ≤ x, fε(t) = 0 si t ≥ x + ε. Alors 1]−∞,x] ≤ fε ≤ 1]−∞,x+ε] ≤ 1, et
d’après (1), il vient

lim sup
n

µn(] −∞, x]) ≤ lim sup
n

Eµn
(fε) = Eµ(fε) ≤ µ(] −∞, x+ ε]),

et donc
lim sup

n
µn(] −∞, x]) ≤ lim

ε→0+
↓ µ(] −∞, x+ ε]) = µ(] −∞, x]).

Pour l’inégalité contraire, on considère f−ε telle que 1]−∞,x−ε] ≤ f−ε ≤ 1]−∞,x] pour
conclure à

lim inf
n

µn(] −∞, x]) ≥ lim inf
n

Eµn
(f−ε) = Eµ(f−ε) ≥ µ(] −∞, x− ε]).

Ensuite, µ({x}) = 0 impose limε→0+ ↑ µ(] −∞, x− ε]) = µ(] −∞, x]), et la conclusion
s’ensuit.
(3) ⇒ (4) : posons Fn(x) = µn(]−∞, x]) et F (x) = µ(]−∞, x]). Puis posons (Ω,B,P) =

([0, 1],B([0, 1]), m) (mesure de Lebesgue). Notons ensuite

Yn(ω) = inf{x : Fn(x) ≥ ω} et Y (ω) = inf{x : F (x) ≥ ω}.
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On a
FYn

(t) = m(Yn ≤ t)
= m({ω ∈ [0, 1] : inf{x : Fn(x) ≥ ω} ≤ t})
= m([0, µn(] −∞, t])) = Fn(t),

et de même FY (t) = F (t). Donc PYn
= µn et PY = µ.

Supposons que 0 < ω < 1. Soit ε > 0, et choisissons x tel que Y (ω) − ε < x < Y (ω),
et tel que µ({x}) = 0. Alors F (x) < ω; puisque Fn(x) → F (x), il s’ensuit que pour n
assez grand, Y (ω) − ε < x < Yn(ω), et donc lim infn Yn(ω) ≥ Y (ω). Si ω < ω′ et si
ε > 0, choisissons y tel que Y (ω′) < y < Y (ω′) + ε et µ({y}) = 0. Alors ω < ω′ ≤
F (Y (ω′)) ≤ F (y), et donc, pour n grand, ω ≤ Fn(y), et donc Yn(ω) ≤ y < Y (ω′) + ε.
Donc lim supn Yn(ω) ≤ Y (ω′) si ω < ω′. Et donc Yn(ω) → Y (ω) si Y est continue en ω.

Mais Y est croissante, et donc n’a qu’un nombre au plus dénombrable de discontinuités.
Et donc m({Yn → Y }) = 1.

(4) ⇒ (1), (2) : si f est borélienne et notons Disc(f) = {x : f discontinue en x}. Alors

Disc(f) ∈ B(R). Si f est telle que µ({ discontinuités de f}) = 0, alors P-p.s., Y /∈
Disc(f). Et donc P(f(Yn) → f(Y )) = 1. Ceci redonne (1) par convergence dominée
si Disc(f) = ∅ (i.e. f continue) et si f est bornée, puisque EP(f(Yn)) = Eµn

(f) →
EP(f(Y )) = Eµ(f).

Si µ(∂A) = 0, alors puisque Disc(1A) ⊂ ∂A, (2) en découle de la même façon.

Donc on a (1) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (2), (1) et (2) ⇒ (3).

Soient Y, Y1, Y2, . . . des v.a. définies sur un espace de probabilités (Ω,B,P). Nous
dirons que (Yn) converge en probabilités vers Y , si pour tout ε > 0, P(|Yn − Y | >
ε) → 0. Nous noterons

Yn
P→ Y.

Nous dirons que Yn converge en loi vers Y si PYn
converge faiblement vers PY , et

nous noterons

Yn
L→ Y.

Donc Yn
L→ Y ⇔ PYn

⇒ PY .

Théorème 2. Avec les mêmes notations,

(Yn → Y P − p.s.)⇒(Yn
P→ Y )⇒(Yn

L→ Y ).

Preuve. Soit ε > 0. Par le petit Lemme du §6.6., P(lim supn{|Yn − Y | > ε}) = 0.
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Par le Lemme de Fatou,

0 = P(lim infn{|Yn − Y | > ε})
= E(lim infn 1|Yn−Y |>ε)
≤ lim infn P(|Yn − Y | > ε)
≤ lim supn P(|Yn − Y | > ε)
≤ E(lim supn 1|Yn−Y |>ε)
= P(lim supn{|Yn − Y | > ε}) = 0.

Donc la convergence presque sûre entrâıne la convergence en probabilités.
Soit x tel que PY ({x}) = 0. Soit ε > 0. On a

P(Y ≤ x− ε) − P(|Yn − Y | > ε) ≤ P(Yn ≤ x) ≤ P(Y ≤ x+ ε) + P(|Yn − Y | > ε).

On en déduit que pour tout ε > 0,

FY (x− ε) ≤ lim inf
n

FYn
(x) ≤ lim sup

n
FYn

(x) ≤ FY (x+ ε).

Comme PY ({x}) = 0 ⇔ FY continue en x, il s’ensuit, en faisant ε ↓ 0+, que limn FYn
(x) =

FY (x). Donc la convergence en probabilités entrâıne la convergence faible.

Convergence en loi et loi image. Supposons µn ⇒ µ et soit h : R → R telle que
µ(Disc(h)) = 0. Alors

(µn)h ⇒ µh.

Preuve. C’est une conséquence du (4) du Théorème 1 : soit Yn → Y P-p.s., avec
µn = PYn

et µ = PY . Puisque µ(Disc(h)) = 0, alors P-p.s., Y /∈ Disc(h). Et
donc P-p.s., h(Yn) → h(Y ). Mais alors par le Théorème 2, Ph(Yn) ⇒ Ph(Y ). Et
(µn)h = (PYn

)h = Ph(Yn), et µh = (PY )h = Ph(Y ).

Convergence en loi et espérance. Supposons que Xn
L→ X. Alors

E(|X|) ≤ lim inf
n

E(|Xn|).

Preuve. Par le théorème de Skorohod ((4) du théorème 1), il existe Y, Y1, Y2, . . .
telles que Yn → Y P-p.s., et PYn

= PXn
et PX = PY . Alors P|Yn| = P|Xn|, P|X| = P|Y |,

et par le Lemme de Fatou,

E(|X |) = E(|Y |) ≤ lim inf
n

E(|Yn|) = lim inf
n

E(|Xn|).

Exercice : supposons que Xn
L→ X et que Yn −Xn

L→ 0. Montrer qu’alors Yn
L→ X .
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Convergence en loi et équi-intégrabilité. Supposons Xn
L→ X et (Xn) équi-

intégrable. Alors X est intégrable et E(Xn) → E(X).

Preuve. Remplaçons directement (Xn) par (Yn) et X par Y avec le théorème de
Skorohod. Alors (Yn) est équi-intégrable et converge presque sûrement vers Y . D’après
le §6.1., il s’ensuit que Y est intégrable et que E(Yn) → E(Y ), ce qui s’écrit encore (iden-
tité des lois) E(Xn) → E(X).

7.2. Suites tendues et théorème de sélection d’Helly.

Théorème de sélection d’Helly. Quelle que soit la suite (Fn) de fonctions de
répartition, il existe une sous-suite (Fnk

), une fonction croissante continue à droite F ,
telles qu’en tout point de continuité de F , (Fnk

) converge ponctuellement vers F .

Preuve. Par extraction diagonale il existe une sous-suite (nk) telle que (Fnk
(r))

converge pour tout rationnel r, vers une limite que nous noterons G(r). Posons F (x) =
inf{G(r) : x < r}. Clairement F est croissante et continue à droite.

Si F est continue en x, et ε > 0, soit y < x tel que F (x)−ε < F (y). Soient alors r, s ∈ Q

tels que y < r < x < s, et G(s) < F (x)+ε. Alors on a F (x)−ε < G(r) ≤ G(s) < F (x)+ε,
et Fn(r) ≤ Fn(x) ≤ Fn(s). Et donc

F (x) − ε ≤ lim inf
k

Fnk
(x) ≤ lim sup

k
Fnk

(x) ≤ F (x) + ε,

d’où limk Fnk
(x) = F (x).

Remarquons que la limite F obtenue ci-dessus satisfait 0 ≤ F ≤ 1, mais que par contre
elle n’est pas forcément une fonction de répartition.

Une suite (µn) de probabilités sur (R,B(R)) est dite tendue si quel que soit ε > 0, il
existe un intervalle ]a, b] tel que µn([a, b]) ≥ 1 − ε, quel que soit n.

Théorème de sélection pour les suites tendues. Une CNS pour que d’une
suite (µn) de probabilités sur (R,B(R)), et que de l’une quelconque de ses sous-suites
(µnk

), il soit possible d’extraire une seconde fois une sous-suite (µnk(j)
), et qu’il existe

une mesure de probabilités µ sur (R,B(R)) telle que µnk(j)

L→
j
µ, est que la suite (µn)

soit tendue.

Preuve. C’est surtout la CS qui nous sera utile.
CS : supposons (µn) tendue. Notons Fn la fonction de répartition de µn. Par le théorème
de selction d’Helly, si (Fnk

) est une extraite, il en existe une extraite, (Fnk(j)
), et une

0 ≤ F ≤ 1 croissante continue à droite, telles que Fnk(j)
→ F aux points de continuité

de F .
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Si (µn) est tendue, si ε > 0, il existe a < b tels que Fn(b) − Fn(a) ≥ 1 − ε pour tout
n. Quitte à augmenter b et diminuer a, on peut supposer que a et b sont deux points de
continuité de F . Et donc puisque 0 ≤ F ≤ 1 et que F crôıt, il faut que lim−∞ F = 0 et
que lim+∞ F = 1. Donc F est une fonction de répartition, et il existe µ une probabilité
sur (R,B(R)) dont F soit la fonction de répartition, d’après le Lemme du §4.2.. Par le
(3) du Théorème 1, §7.1., il s’ensuit que µnk(j)

⇒j µ.

CN : supposons que (µn) ne soit pas tendue, i.e. qu’il existe ε > 0 tel que quel que soit
l’intervalle ]a, b], il existe n avec µn(]a, b]) ≤ 1− ε. Alors pour chaque k soit nk un entier
tel que µnk

(]−k, k]) ≤ 1−ε. Supposons qu’une extraite (µnk(j)
) converge faiblement vers

une mesure de probabilité µ. Puisque µ(R) = 1, il existe a < b tels que µ(]a, b]) > 1 − ε.
Quitte à augmenter b et diminuer a, on peut supposer que µ({a}) = µ({b}) = 0. Donc
µnk(j)

(]a, b]) →j µ(]a, b]). Mais il existe j0 tel que si j ≥ j0, alors ]a, b] ⊂] − k(j), k(j)] et
donc

1 − ε < µ(]a, b]) = lim sup
j

µnk(j)
(]a, b]) ≤ lim sup

j
µnk(j)

(] − k(j), k(j)]) ≤ 1 − ε,

une contradiction.

Corollaire. Si (µn) est tendue, et si toute sous-suite de (µn) convergeant faiblement
converge toujours vers la même limite µ, alors µn ⇒ µ.

Preuve. (µn) a des sous-suites qui convergent faiblement, puisqu’elle est tendue,
d’après le théorème précédent.

Supposons que µn 6⇒ µ. Alors il existe x tel que µ({x}) = 0 et ε > 0 et une extraite
(nk) tels que quel que soit k, |µnk

(] −∞, x]) − µ(] −∞, x]| ≥ ε. Et par le théorème qui
précède, il existe une seconde extraite (µnk(j)

) qui converge faiblement. Mais par hy-
pothèse cela doit être vers µ. Et c’est clairement impossible, d’où une contradiction.

7.3. Moments et dérivées des fonctions caractéristiques.
Rappelons que la fonction caractéristique de µ une probabilité sur (R,B(R)) ou d’une

v.a. X est

φX(t) = φPX
(t) = E(eitX ) =

∫

eitxdPX(x).

Une fonction caractéristique est uniformément continue : en effet,

|φX(t+ h) − φX(t)| ≤ E(|eitX(eihX − 1)|) = E(|eihX − 1|) →h→0 0,

par convergence dominée, puisque 0 = limh→0 |eihX − 1| ≤ 2.
Poursuivons par quelques développements de Taylor : par intégration par parties,

∫ x

0

(x− s)neisds =
xn+1

n+ 1
+

i

n+ 1

∫ x

0

(x− s)n+1eisds, (a)
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dont il découle par induction que

eix =
∑

k≤n

(ix)k

k!
+
in+1

n!

∫ x

0

(x− s)neisds. (b)

En remplaçant n par n − 1 dans (a), et en déduisant la valeur de l’intégrale de droite
dans (a), puis en injectant dans (b), il vient

eix =
∑

k≤n

(ix)k

k!
+

in

(n− 1)!

∫ x

0

(x− s)n−1(eis − 1)ds. (c)

En estimant les intégrales dans (b) et (c) et en séparant les cas x ≥ 0 et x < 0, il vient
∣
∣
∣
∣
∣
∣

eix −
∑

k≤n

(ix)k

k!

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ min

{ |x|n+1|
(n+ 1)!

,
2|x|n
n!

}

. (d)

Remplaçons x par une v.a. X dans (d). Il s’ensuit que si E(|X |n) < ∞ (on dit alors
que X a un moment d’ordre n),

∣
∣
∣
∣
∣
∣

φX(t) −
∑

k≤n

(it)k

k!
E(Xk)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ E

[

min

{ |tX |n+1

(n+ 1)!
,
2|tX |n
n!

}]

. (e)

Et donc si t est tel que limn
|t|nE(|X|n)

n!
= 0, alors

φX(t) =
∑

k≥0

(it)k

k!
E(Xk). (f)

Si la série (f) converge sur un voisinnage de 0, alors φX permet de retrouver
les moments de X :

φ
(k)
X (0) = ikE(Xk).

Par contre X n’a pas forcément de moments de tous ordres (ex : densité Cte ×
1

x3+11[0,+∞[). Toutefois, si E(|X |k) < ∞, alors φ
(k)
X est uniformément continue,

et
φ

(k)
X (t) = E((iX)keitX).

Preuve. Observons que

φX(t+ h) − φX(t)

h
− E(iXeitX) = E

[

eitX eitX − 1 − ihX

h

]

.

D’après (d) pour n = 1, on a |eitx − (1 + ix)| ≤ min{ 1
2x

2, 2|x|}, et donc par convergence

dominée (par 2|X |), on en déduit φ′X(t) = E(iXeitX), dont l’uniforme continuité se
démontre sur le modèle de la preuve de celle de φX .

Si le moment d’ordre k existe, de proche en proche, on obtient les formules recherchées
jusqu’à l’ordre k.

L’estimée suivante sera essentielle dans la preuve du théorème limite centrale.
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Proposition. Si E(|X|n) <∞, alors

φX(t) =
∑

k≤n

(it)k

k!
E(Xk) + o(tn) si t voisin de 0,

et en particulier si n = 2,

φX(t) = 1 + itE(X) − t2

2
E(X2) + o(t2). (g)

Preuve. Par (d), si nous posons ∆n(t, X) = eitX −∑k≤n
(it)kXk

k! , on a pour 0 <

|t| ≤ 1,

{ | 1
tn ∆(t, X)| ≤ 2

n! |X |n ∈ L1;

0 ≤ lim inft→0 | 1
tn ∆(t, X)| ≤ lim supt→0 | 1

tn ∆(t, X)| ≤ limt→0 |X |n+1 |t|
(n+1)! = 0 P − p.s..

Ensuite, |E( 1
tn ∆(t, X))| ≤ E( 1

|t|n |∆(t, X)|), et donc par convergence dominée et écrabouillage,

il s’en suit que lim0
1
tn E(∆(t, X)) = 0, et donc E(∆(t, X)) = o(tn) pour t voisin de 0.

7.4. Indépendance et Lemme de Riemann-Lebesgue.

Fonction caractéristique de la somme de deux v.a. indépendantes. Si
X⊥⊥Y , alors

φX+Y(t) = φX(t)φY(t).

Notons aussi que φaX+b(t) = eitbφX(at).

Preuve. PuisqueX⊥⊥Y , eitX⊥⊥eitY , et donc φX+Y (t) = E(eit(X+Y )) = E(eitXeitY ) =
E(eitX )E(eitY ).

Lemme de Riemann-Lebesgue. Si µ est une probabilité sur (R,B(R)) absolument
continue relativement à la mesure de Lebesgue m (i.e. µ a une densité), alors

lim
|t|→∞

φµ(t) = 0.

Preuve. D’après le cours de Licence d’Intégration, les fonctions C∞ à support com-
pact sont denses dans L1(m). Soit donc (ψn) une suite de telles fonctions telles que si
f = dµ

/
dm, ||f − ψn||1 =

∫
|f − ψn|dm→n 0. Notons que

∫
|eitxf(x) − ψn(x)eitx|dx =

||f − ψn||1.
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Par intégration par parties, ψn étant à support compact (donc nulle en ±∞),

∫

ψn(x)eitxdx = − 1

it

∫

ψ′
n(x)eitxdx→|t|→∞ 0,

par convergence dominée, du fait que ψ′
n est à support compact aussi.

Soit ε > 0, et n tel que ||f − ψn||1 < ε. Alors

lim sup
|t|→∞

|
∫

f(x)eitxdx| ≤ ||f − ψn||1 + lim sup
|t|→∞

|
∫

ψn(x)eitxdx| < ε,

et donc lim|t|→∞
∫
f(x)eitxdx = lim|t|→∞ φµ(t) = 0.

7.5. Théorème d’inversion et unicité.

Lemme préliminaire. On a

lim
T→+∞

∫ T

0

sin(θt)

t
dt =







π
2 si θ > 0;
0 si θ = 0;
−π

2 si θ < 0.

Preuve. Posons sgn(θ) = 1, 0 ou −1 selon que θ > 0,= 0, ou < 0. Alors si S(T, θ) =
∫ T

0
sin(θt)

t
dt, S(T, θ) = sgn(θ)S(T |θ|, 1).

Puis on remarque que, par dérivation relativement à T ,

∫ T

0

e−ux sinxdx =
1

1 + u2

[
1 − e−uT (u sinT + cosT )

]
.

Ensuite,
∫ T

0

(∫ +∞
0

|e−ux sinx|du
)

dx =
∫ T

0
| sinx|

x dx ≤ T < +∞, et donc par Fubini,

S(T, 1) =
∫ T

0
sin x

x
dx

=
∫ T

0
sinx

(∫∞
0
e−uxdu

)
dx

=
∫∞
0

[∫ T

0
e−ux sinxdx

]

du

=
∫∞
0

du
1+u2 −

∫∞
0

e−uT

1+u2 (u sinT + cosT )du

→T→∞
π
2

(par convergence dominée appropriée).
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Théorème d’inversion et d’unicité. Soit µ une mesure de probabilités sur (R,B(R)).
Alors

µ(]a,b[) +
1

2
(µ({a}) + µ({b})) = lim

T→+∞

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
φµ(t)dt.

Il en découle que si ν est une autre mesure de probabilités sur (R,B(R)) et si φν = φµ,
alors ν = µ. Donc la fonction caractéristique est bien caractéristique de la loi.

Preuve. Si la formule d’inversion est vraie, et si φν = φµ, alors ν(]a, b]) = µ(]a, b])
pour tout intervalle ]a, b] tel que µ({a}) = µ({b}) = ν({a}) = ν({b}) = 0. Mais la classe
de ces intervalles constitue un π-système générateur de B(R), et donc µ = ν.

Notons IT = 1
2π

∫ T

−T
e−ita−e−itb

it
φµ(t)dt. Par Fubini (il n’y a pas de problème en t = 0)

(m([−T, T ]) < +∞), on a

IT =
1

2π

∫ +∞

−∞

[
∫ T

−T

eit(x−a) − eit(x−b)

it
dt

]

dµ(x).

En utilisant la formule de De Moivre pour les exponentielles complexes, et du fait que
le cos est pair, sa contribution dans l’intégrale disparâıt, et il vient, via le Lemme
préliminaire,

IT =

∫ +∞

−∞

[
sgn(x− a)

π
S(T |x− a|, 1)− sgn(x− b)

π
S(T |x− b|, 1)

]

dµ(x).

L’intégrande ci-dessus est bornée et converge lorsque T → ∞ vers la fonction

ψa,b(x) =







0 si x < a;
1
2 si x = a;
1 si a < x < b;
1
2 si x = b;
0 si b < x.

Donc limT→∞ IT =
∫
ψa,b(x)dµ(x) = 1

2 (µ({a}) + µ({b})) + µ(]a, b[).

Corollaire. Supposons que φµ ∈ L1(m). Alors µ a une densité continue.

Preuve. On suppose
∫ +∞
∞

|φµ(t)|dt <∞. On a d’apr‘es (d) pour n = 0,

∣
∣
∣
∣

eita − eitb

it

∣
∣
∣
∣
≤ |b− a|,
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et donc par la formule d’inversion, si µ({a}) = µ({b}) = 0, µ([a, b]) ≤ (b−a)
2π ||φµ||1, et donc

µ est sans charge ponctuelle (diffuse). Soit F la fonction de répartition de µ. Alors

F (x+ h) − F (x)

h
=

1

2π

∫ +∞

−∞

e−itx − e−it(x+h)

ith
φµ(t)dt,

où l’intégrande est dominé par |φµ(t)| et converge vers eitxφµ(t) si h→ 0. Et donc F est
dérivable et sa dérivée est

(
dµ

dx
(x) =) f(x) =

1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxφµ(t)dt.

Clairement f est continue, et c’est la densité de F , par le théorème fondamental du calcul
intégral.

Exercice : “une formule d’inversion de la transformée de Laplace”.
a) Soit θ, λ > 0 et supposons que la loi de la variable Xλ soit une loi de Poisson de

paramètre λθ, L(Xλ) = P(λθ). Montrer que Xλ−λθ
λ

P→ 0 si λ→ ∞. En déduire que

lim
λ→∞

e−λθ
∑

k≤λx

(λθ)k

k!
=

{
0 si θ > x;
1 si θ < x.

b) Soit P une loi de probabilité sur (R+,B(R+)), et notons L(t) :=
∫∞
0
e−txdP(x) sa

transformée de Laplace. Montrer que L : R+ → R+ est indéfiniment dérivable, et que

lim
λ→:infty

∑

k≤λx

(−1)k

k!
λkL(k)(λ) = FP(x),

en tout point de continuité x de FP.

7.6. Théorème de continuité.

Théorème de continuité de Lévy. Soient µ, µ1, µ2, . . . des mesures de proba-
bilités sur (R,B(R)). Alors une CNS pour que µn ⇒ µ est que pour chaque t ∈ R,
φµn

(t) → φµ(t).

Preuve. Supposons que µn ⇒ µ. Alors comme pour chaque t ∈ R, x 7→ eitx

est continue bornée, il s’ensuit, par définition de la convergence faible, que φµn
(t) =

Eµn
(eitx) →n Eµ(eitx) = φµ(t).

Réciproquement, par Fubini,






1
u

∫ u

−u
(1 − φµn

(t))dt =
∫∞
−∞

[
1
u

∫ u

−u
(1 − eitx)dt

]

dµn(x)

= 2
∫∞
−∞

(

1 − sin(ux)
ux

)

dµn(x)

≥ 2
∫

|x|≥ 2
u

(

1 − 1
|ux|

)

dµn(x)

≥ µn(|x| ≥ 2
u )

(h)
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(remarquons que la première intégrale est réelle).
Puisque φµ est continue et φµ(0) = 1, pour ε > 0 donné, il existe u tel que 1

u

∫ u

−u
(1−

φµ(t))dt < ε. Puisque φµn
→ φµ simplement, par convergence dominée, il existe n0 tel

que n ≥ n0 ⇒ 1
u

∫ u

−u
(1 − φµn

(t))dt < 2ε.

Si a = 2
u , et au besoin en augmentant a, il s’en suit que, même pour les n < n0, on

aura
µn(|x| ≥ a) < 2ε,

et donc la suite (µn) est tendue.
Soit alors µnk

une extraite convergeant faiblement vers ν une mesure de probabilité
sur (R,B(R)). Alors par la CN que nous avons déjà démontrée, φν = limφµnk

= φµ, et

donc ν = µ. Donc toutes les extraites de (µn) qui convergent faiblement, convergent vers
µ. Et donc µn ⇒ µ.

Corollaire 1. Soit (µn) une suite de probabilités sur (R,B(R)) et supposons que la
suite (φµn

) converge simplement vers une fonction g. Alors si g est continue en 0, il
existe une probabilité µ sur (R,B(R)) telle que µn ⇒ µ et que φµ = g.

Preuve. Un calcul similaire à (h) et le raisonnement qui le suit dans la preuve
précédente permet de montrer que (µn) est tendue. La conclusion est la même.

Corollaire 2. Supposons (µn) tendue, et que la suite (φµn
) converge simplement

vers g. Alors il existe µ telle que µn ⇒ µ et que g = φµ.

Preuve. Si (µn) est tendue, elle a une extraite qui converge faiblement vers µ. Mais
alors par convergence simple et le théorème de continuité, φµ = g.

Ensuite toutes les extraites qui convergent faiblement doivent par le même argument
converger vers une mesure ayant φµ comme fonction caractéristique. Et donc µ est la
seule limite possible. Et donc µn ⇒ µ.

7.7. Le théorème limite centrale.

TLC. Soit (Xn) une suite i.i.d. dans L2(P) ayant une moyenne c et une variance

σ2 > 0. Notons SN =
∑N

k=1Xk. Alors

SN − Nc

σ
√

n

L→ Y,

où Y a pour loi la loi normale centrée réduite N (0, 1), de densité 1√
2π
e−

x2

2 .

Preuve. Notons YN = SN−Nc
σ
√

n
. Quitte à remplacer Xk par (Xk − c)

/
σ, on peut

supposer que c = 0 et σ = 1. Notons φX = φXk
.
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Nous allons montrer que φYN
→ φY puis conclure en invoquant le théorème de conti-

nuité. Calculons φY (t) d’abord. Grâce à l’exponentielle, φY est dérivable, et

φ′Y (t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
ixeitxe−

x2

2 dx = . . . = −tφY (t),

en intégrant par parties. Donc logφY (t) = − t2

2
+ Cte, et logφY (0) = log 1 = 0. Donc

φY (t) = e−
t2

2 .
Ensuite par indépendance, on a φYN

(t) = φX( t√
n
)n. D’après (e) pour n = 2, on a

φYN
(t) − e−

t2

2 =

(

1 − t2

2n
+ o(

1

n
)

)n

−
(

e−
t2

2n

)n

.

Si z1, . . . , zn, y1, . . . , yn sont des nombres complexes de module plus petit que 1, il est
facile de montrer que ∣

∣
∣
∣
∣

n∏

i=1

zi −
n∏

i=1

yi

∣
∣
∣
∣
∣
≤

n∑

i=1

|zi − yi|.

Ceci s’applique à l’expression précédente de |φYN
(t)− e−

t2

2 | pour conclure que φYN
(t)−

e−
t2

2 → 0.

Puisque la loi normale ne charge pas les points, il s’en suit que si x ∈ R,

P

(
SN − Nc

σ
√

n
≤ x

)

→
∫ x

−∞

e−
t2

2√
2π

dt.

Citons sans preuve le

Théorème de Berry-Esseen. Sous les hypothèses du TLC, si en plus E(|X1|3) =
ρ <∞, alors si x ∈ R,

∣
∣
∣
∣
∣
P

(
SN − Nc

σ
√

n
≤ x

)

−
∫ x

−∞

e−
t2

2√
2π

dt

∣
∣
∣
∣
∣
≤ 3ρ√

nσ3
.

EXERCICES
I : que X ait une loi a) P(λ) ou b) Γ(1, λ) alors Yλ = (X − E(X))var(X)−1/2 converge
en loi vers N (0, 1).

Montrer que

lim
n
e−n

(

1 + n+
n2

2!
+ . . .+

nn

n!

)

=
1

2
.
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II : trouver une suite de fonctions caractéristiques qui converge partout ponctuellement
mais telle que la limite ne soit pas une fonction caractéristique (indication : lois uniformes
sur [−n,+n]).

III : montrer que si x ≥ 0, et n→ ∞, alors

∑

|k−n/2|≤x
√

n/2C
k
n ˜ 2n

∫ x

−x
e−u2/2du/

√
2π;

∑

|k−n|≤x
√

n n
k/k! ˜ en

∫ x

−x
e−u2/2du/

√
2π.

IV : soit (Xi)i≥1 une suite iid de var de Cauchy. Si Sn = X1 + . . . + Xn, trouver
P(Sn > na) (a > 0).

V : soit (Xi)i≥1 une suite iid de var équidistribuées sur {−1,+1}. Montrer qu’on a la
convergence en loi

√

3

n3

n∑

k=1

kXk
L−→ N (0, 1).

VI : Formule de Stirling.
Soit (Xi)i≥1 une suite i.i.d. de loi commune la loi P(1). Notons Sn = X1 + . . .+Xn.

a) : montrer que E

[(
Sn−n√

n

)−]

= e−n
∑n

k=0

(
n−k√

n

)
nk

k!
= nn+ 1

2 e−n

n!
.

b) : montrer que
(

Sn−n√
n

)− L→ N−, où N− désigne la partie négative d’une v.a. N de

loi N (0, 1).

c) : montrer que E

[(
Sn−n√

n

)−]

→n E(N−) = 1√
2π

.

d) : conclure que n!˜
√

2πnn+ 1
2 e−n.
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Chapitre 8
Théorèmes limites dans Rk

8.1. Convergence faible et suites tendues.
Soient µ et µn, n ≥ 1, des mesures de probabilités sur (Rk,B(Rk)). Soient X et

Xn, n ≥ 1, des vecteurs aléatoires à valeurs dans Rk. Soient enfin F et Fn, n ≥ 1, des
fonctions de répartition de lois de probabilités, ou de vecteurs aléatoires, sur Rk.

Nous dirons que Fn converge faiblement vers F , noté Fn ⇒ F , si Fn(x) → F (x)
en tout point de continuité x de F .

Nous dirons que µn converge faiblement vers µ, et nous noterons µn ⇒ µ, si
les fonctions de répartition associées convergent faiblement.

Nous dirons que Xn converge en loi vers X, noté Xn
L→ X , si PXn

⇒ PX .

Comme pour la droite, nous caractérisons la convergence faible :

Conditions équivalentes pour la convergence faible dans Rk. Avec les
mêmes notations, µn ⇒ µ si et seulement si l’une des conditions suivantes est satis-
faite :

(i) : limn Eµn
(f) = Eµ(f) pour toute f : Rk → R continue bornée;

(ii) : lim supn µn(C) ≤ µ(C) pour tout C ⊂ Rk fermé;
(iii) : lim infn µn(G) ≥ µ(G) pour tout G ⊂ Rk ouvert;
(iv) : limn µn(A) = µ(A) pour tout A ∈ B(Rk) de frontière µ-négligeable.

Preuve. Montrons d’abord que les quatre conditions exprimées sont équivalentes
entre elles.

(i) ⇒ (ii) : supposons C 6= ∅ et posons dist(x, C) = inf{|x − y| : y ∈ C}. On a

x 7→ dist(x, C) continue. Posons, pour j > 0,

φj(t) =







1 si t ≤ 0;
1 − jt si 0 ≤ t ≤ 1

j ;

0 si 1
j ≤ t.

Puis notons fj(x) = φj(dist(x, C)) : fj est continue bornée par 1, et limj→+∞ fj(x) =
1C(x) car C est fermé. Par (i), on a lim supn µn(C) ≤ limn Eµn

(fj) = Eµ(fj), et par
convergence dominée, lim+∞ Eµ(fj) = µ(C).

(ii) ⇔ (iii) : poser C = Rk \G.
(
(ii) ∧ (iii)

)
⇒ (iv) : en combinant les deux, on a

µ(
◦
A) ≤ lim inf

n
µn(

◦
A) ≤ lim inf

n
µn(A) ≤ lim sup

n
µn(A) ≤ lim sup

n
µn(Ā) ≤ µ(Ā),
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et puisque µ(∂A) = 0, on a µ(
◦
A) = µ(Ā).

(iv) ⇒ (i) : supposons f continue et |f | ≤ K (f bornée). Etant donné ε > 0, choisissons
α0 < α1 < . . . < αl tels que α0 < −K < K < αl et que αi+1 − αi < ε, et que
µ({f = αi}) = 0 pour chaque i.

Notons alors Ai = {αi−1 < f ≤ αi}. Alors par continuité de f ,

{αi−1 < f < αi} ⊂
◦
Ai⊂ Āi ⊂ {αi−1 ≤ f ≤ αi},

et donc ∂Ai ⊂ {f = αi−1} ∪ {f = αi}. Et donc µ(∂Ai) = 0. D’autre part, que ν désigne
µn ou µ,

∣
∣
∣
∣
∣

∫

fdν −
l∑

i=1

αiν(Ai)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ε, et

l∑

i=1

αiµn(Ai) →
l∑

i=1

αiµ(Ai),

d’après (iv). Puisque ε est arbitraire, on en déduit (i).

Ainsi nous avons montré (i) ⇒ (ii) ⇔ (iii) ⇒ (iv) ⇒ (i), et reste donc à montrer par
exemple que (iv) ⇒ (µn ⇒ µ) et que (µn ⇒ µ) ⇒ (iii).

(iv) ⇒ (µn ⇒ µ) : soit x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk, et soient Fn et F les fonctions de

répartition respectives de µn et µ. On a donc µn(Sx) = Fn(x) et µ(Sx) = F (x) si

Sx = {y ∈ Rk : yi ≤ xi, 1 ≤ i ≤ k}.

La continuité de F en x équivaut à la condition µ(∂Sx) = 0, et donc (iv) ⇒ (Fn ⇒ F ).

(µn ⇒ µ) ⇒ (iii) : comme seul un ensemble au plus dénombrable d’hyperplans parallèles
peuvent éventuellement ne pas être µ-négligeables, il existe un ensemble D dense dans R

tel que pour chaque i, et chaque t ∈ D, µ({x : xi = t}) = 0.

Soit A la classe des pavés A =
∏k

i=1]ai, bi] avec ai, bi ∈ D. Par construction, on a
µn(A) → µ(A), puisque par hypothèse, Fn → F là où F est continue, et que tant µn(A)
que µ(A) s’expriment à l’aide des valeurs de Fn et F en des points de continuité de F .

Et donc si B ∈ Ã, la classe des unions finies disjointes d’éléments de A, µn(B) → µ(B).
Maintenant par densité de D, si G ⊂ Rk est ouvert, il s’écrit comme union croissante
d’éléments de Ã, disons G = ∪n ↑ Bn, et alors

lim inf
n

µn(G) ≥ lim inf
n

µn(∪p≤qBp) = µ(∪p≤qBp),

pour tout q, et donc µ(G) = supq µ(∪p≤qBp) ≤ lim infn µn(G).
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Transfert et convergence faible dans Rk. Soit h : Rk → Rj une application.
Alors l’ensemble Dh de ses points de discontinuité est mesurable. Supposons h borélienne,
et d’autre part que µn ⇒ µ dans (Rk,B(Rk)). Alors si µ(Dh) = 0, on a

(µn)h ⇒ µh.

Preuve. Montrons d’abord que Dh ∈ B(Rk) : soit

A(ε, δ) = {x ∈ Rk : ∃y, z ∈ Rk : |x− y| < δ ∧ |x− z| < δ ∧ |h(y) − h(z)| > ε}.

Alors que h soit mesurable ou pas, A(ε, δ) est ouvert et

Dh = ∪ε∈Q+ ∩δ∈Q+ A(ε, δ) ∈ B(Rk).

Soit C ⊂ Rj fermé. Alors h−1C ⊂ Dh ∪ h−1C. Si µn ⇒ µ, par (ii),

lim sup
n

µn(h−1C) ≤ lim sup
n

µn(h−1C) ≤ µ(h−1C) ≤ µ(Dh ∪ h−1C) = µ(h−1C),

et donc encore par (ii),
(
µn

)

h
⇒ µh.

Notons que dans le cas de la droite, nous avions utilisé, pour montrer le résultat
correspondant, le théorème de Skorohod : il reste valable pour Rk, mais sa preuve est
plus complexe. Citons le sans preuve :

Skorohod version Rk. Si Xn, n ≥ 1 et X sont des vecteurs aléatoires à valeurs

dans Rk, et si Xn
L→ X, alors il existe un espace probabilisé (Ω,B,P), une suite de

vecteurs aléatoires Yn : Ω → Rk et un autre vecteur aléatoire Y : Ω → Rk, tels que
Yn → Y P-p.s., et qu’en outre

PYn
= PXn

et PY = PX .

Suites tendues dans Rk. Une suite de probabilités (µn)n≥1 sur (Rk,B(Rk)) est
tendue si quel que soit ε > 0, il existe un rectangle A ∈ B(Rk) tel que

inf
n
µn(A) ≥ 1 − ε.

Une adaptation de la preuve correspondante sur la droite donne le résultat suivant :
Pseudo-pré-compacité des suites tendues : toute suite tendue a une extraite qui
converge faiblement.
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Caractérisation des suites tendues convergentes : si une suite tendue est telle que
toutes ses extraites qui convergent, convergent vers la même limite, alors elle converge
faiblement, vers la limite commune.

Preuve de la seconde affirmation. Pour l’essentiel on commence par reporter
le théorème de selection d’Helly. La différence est que les fonctions “croissantes” ne sont
plus suffisantes, modulo le fait qu’elles aient les bonnes limites en ±∞, pour caractériser
les fonctions de répartition des vecteurs aléatoires. Il faut une condition supplémentaire,
qui est à vérifier - en plus, dite de positivité sur les rectangles : par exemple dans R2,
pour le rectangle A =]a, b]×]c, d], il faut

∆AF = F (b, d)− F (b, c)− F (a, d) + F (a, c) ≥ 0.

Il n’y a pas de difficulté spécifique et nous préférons passer...

8.2. Fonctions caractéristiques.
Soient t = (t1, . . . , tk) ∈ Rk et X = (X1, . . . , Xk) un vecteur aléatoire. Alors on pose

< t,X >=

k∑

i=1

tiXi.

La fonction caractéristique de X (ou de sa loi PX) est définie par

φX(t) = E(ei<t,X>) =

∫

Rk

ei<t,x>dµ(x) = φµ(t) si PX = µ.

Pour l’essentiel, les propriétés de φX sont identiques à celles du cas de la droite (k = 1).
Citons notamment l’uniforme continuité, et surtout la formule d’inversion :

Formule d’inversion dans Rk. Si A =
∏k

i=1]ai, bi] est un rectangle borné, et si
µ(∂A) = 0, alors

µ(A) = lim
T→∞

1

(2π)k

∫

[−T,T ]k

k∏

u=1

e−ituau − e−itubu

itu
φµ(t)dt,

où dt = dt1 . . . dtk.
Et donc la fonction caractéristique caractérise bien la loi.

Preuve. On pose BT = [−T, T ]k, et comme dans le cas k = 1, en posant

IT =
1

(2π)k

∫

[−T,T ]k

k∏

u=1

e−ituau − e−itubu

itu
φµ(t)dt,
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on a par Fubini

IT =
∫

Rk

∏k
u=1

[
sgn(xu−au)

π S(T |xu − au|) − sgn(xu−bu)
π S(T |xu − bu|)

]

dµ(x)

→
T→+∞

∫

Rk

∏k
u=1 ψau,bu

(xu).

La conclusion s’en suit. Remarquons qu’ici nous pourrions affiner notre énoncer en re-
gardant de plus près les valeurs éventuelles de µ(∂A).

Le fait que la fonction caractéristique caractérise la loi se montre comme pour la droite,
une fois la formule d’inversion établie.

Pour t ∈ Rk, notons ht : Rk → R définie par ht(x) =< t, x > .

Corollaire : caractérisation de µ sur les demi-plans. Une mesure de proba-
bilités µ sur (Rk,B(Rk)) est entièrement déterminée par ses valeurs µ({x :< t, x >≤ α}),
t ∈ Rk, α ∈ R (l’ensemble {x :< t, x >≤ α} est ce que l’on appelle un demi-plan dans
Rk).

Preuve. On a µ({x :< t, x >≤ α}) = µht
(] − ∞, α]). Par changement de variables

(transfert),

φµht
(s) = φµ(st1, . . . , stk),

et donc la donnée de µ sur les demi-plans détermine φµ, qui à son tour détermine µ.

Théorème de continuité dans Rk. Soient µn, n ≥ 1 et µ des probabilités sur
(Rk,B(Rk)). Alors

µn ⇒ µ ⇔ φµn
→ φµ simplement.

Preuve. Si µn ⇒ µ, alors φµn
(t) = Eµn

(ei<t,x>) → Eµ(ei<t,x>) = φµ(t), d’après
le (i) de la caractérisation de la convergence faible, puisque x 7→ ei<t,x> est continue
bornée.

Réciproquement, si la convergence simple a lieu, alors pour chaque t ∈ Rk, et chaque
s ∈ R,

φ(µn)ht
(s) → φ(µ)ht

(s),

et donc par le théorème de continuité sur la droite, (µn)ht
⇒ µht

.

Choisissons t = eu := (0, . . . , 0,

uième

︷︸︸︷

1 , 0, . . . , 0). La suite ((µn)heu
)n≥1 converge faible-

ment, et donc est tendue. Soit ε > 0. Il existe alors au < bu tels que

inf
n

(µn)heu
(]au, bu]) ≥ 1 − ε

k
.
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Alors en posant A =
∏k

u=1]au, bu], on a Ac ⊂ ∪k
u=1Ru−1×]au, bu]c × Rk−u, et donc

supn µn(Ac) ≤ ∑k
u=1 supn µn(∪k

u=1Ru−1×]au, bu]c × Rk−u)

=
∑k

u=1 supn

(
µn

)

heu
(]au, bu]c) < k × ε

k = ε,

et donc la suite (µn) est tendue.
Si une sous-suite (µni

)i≥1 converge faiblement vers ν, alors par hypothèse de con-
vergence simple des fonctions caractéristiques, et par le sens direct déjà traité, on a
φν = limn φµn

= φµ. Donc ν = µ. Et donc toute sous-suite convergente converge vers µ.
Donc µn ⇒ µ.

Au passage, pour pas beaucoup plus cher, citons le

Théorème de Cramér-Wold. Une suite de vecteurs aléatoiresXn = (Xn,1, . . . , Xn,k)
dans Rk converge en loi vers le vecteur X = (X1, . . . , Xk) si et seulement si pour tout
t = (t1, . . . , tk) ∈ Rk,

k∑

u=1

tuXn,u
L→

k∑

u=1

tuXu.

Preuve. Considérer les applications continues ht pour la nécessité. Pour la suffisance,
chaque convergence en loi sur la droite (t fixé) entrâıne la convergence simple des fonctions
caractéristiques (théorème de continuité sur la droite), et donc pour chaque s ∈ R,

E(eis(
∑k

u=1 tuXn,u)) → E(eis(
∑k

u=1 tuXu)).

Faire s = 1 pour en déduire la convergence simple des fonctions caractéristiques dans
Rk, et conclure avec la version Rk du théorème de continuité.

8.3. Distributions normales dans Rk.
Par le théorème d’extension de Kolmogorov, il existe un espace de probabilités sur

lequel est défini un vecteur aléatoireX = (X1, . . . , Xk) tel que lesXu soient indépendantes
et suivent chacune la loi normale centrée réduite, i.e. PXu

a la densité

f(x) =
1√
2π
e−

x2

2

relativement à la mesure de Lebesgue sur la droite.
Par indépendance, pour tout rectangle, PX(A1×. . .×Ak) =

∏
PXu

(Au) =
∏∫

Au
f(xu)dxu =

∫
∏

Au
f(x1) . . . f(xk)dx1 . . . dxk, et donc X a la densité

fk(x) =

(
1

2π

) k
2

e−
||x||2

2
2 ,
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relativement à la mesure de Lebesgue mk sur Rk, où ||x||22 =
∑

u x
2
u. C’est la densité de

la loi normale centrée réduite sur Rk. Sa fonction caractéristique est

φX(t) =
∏

u

e−
t2u
2 = e−

||t||2
2

2 .

Soit A = (auv) une matrice carrée d’ordre k. Posons Y = AX , en notant X sous
la forme d’un vecteur colonne. Comme E(XαXβ) = 1α=β , la matrice Σ = (σuv) des
covariances de Y vérifie

σuv = E(YuYv) =
∑

α

auαavα,

et donc Σ = AA′, où A′ désigne la transposée de A. Et donc Σ est symétrique définie
positive :

∑

u,v σuvxuxv = ||A′x||22 ≥ 0.

Notons t un vecteur colonne de transposé t′ (ligne) : notons < t, x >= t′x. Alors la
fonction caractéristique de AX est

φAX(t) = E(eit′(AX)) = E(ei(A′t)′X) = φX(A′t) = e−
||A′t||2

2
2 = e−

t′Σt
2 .

Nous définissons un vecteur centré Gaussien comme un vecteur dont la
fonction caractéristique est de la forme ci-dessus pour une matrice Σ symétrique
définie positive.

Si Σ est telle, il existe une matrice orthogonale U et une matrice diagonale D telles
que

U ′ΣU = D,

où les éléments diagonaux de D sont les valeurs propres de Σ, et donc sont positifs ou
nuls. Si D0 est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les racines carrées
de ceux de D, et si A = UD0, alors Σ = AA′. Et donc pour toute matrice symétrique
définie positive Σ, il existe un vecteur Gaussien centré Y = AX de matrice de

covariances Σ et de fonction caractéristique e−
t′Σt

2 .
Si Σ est non-singulière, il en est de même de la matrice A construite ci-dessus. Puisque

X a une densité f(x), il en est alors de même de Y = AX , d’après la formule du
Jacobien pour le changement de variables dans les intégrales multiples, et sa densité est
f(A−1x)|detA|−1. Puisque Σ = AA′, |detA| =

√
detΣ. De plus, Σ−1 = (A′)−1A−1, et

donc ||A−1x||22 = x′Σ−1x.
Donc si Σ est non-singulière, la loi normale associée a pour densité

fAX(x) =
1

(2π)
k
2

√
detΣ

e−
x′Σx

2 .

Si Σ est singulière, A aussi, et Y = AX est portée par un hyper-plan de Rk.
Donc elle est singulière à la mesure de Lebesgue sur Rk.



THÉORÈMES LIMITES DANS Rk 81

Un vecteur Gaussien centré est entièrement déterminé par sa matrice de covariances Σ,
puisque celle-ci détermine sa fonction caractéristique. Si ses composantes sont indépendantes,
Σ est diagonale.

Réciproquement, si Σ est diagonale, et le vecteur Gaussien, alors la matrice A associée
à Σ est diagonale, et ses éléments diagonaux sont les racines carrées de ceux de Σ.
Alors AX , dont la loi est celle du vecteur Gaussien de matrice de covariances Σ, a ses
composantes indépendantes.

Donc les composantes d’un vecteur Gaussien sont indépendantes si et seule-
ment si elles ne sont pas corrélées.

Soit M une matrice de dimensions j × k et soit Y un vecteur Gaussien de Rk de
matrice de covariance Σ. Alors la fonction caractéristique du vecteur aléatoire dans Rj

MY , est

φMY (t) = e−
1
2 t′(MΣM ′)t.

Donc MY suit une loi Gaussienne centrée dans Rj de matrice de covariances
MΣM ′.

Enfin, il existe des vecteurs Gaussiens non -centrés : ce sont les translatés des centrés.
Et donc en général, un vecteur aléatoire, s’il est Gaussien, est entièrement
déterminé par son vecteur d’espérance, et sa matrice de covariances.

8.4. Le TCL dans Rk.

TCL dans Rk. Soit (Xn)n≥1 = ((Xn1, . . . , Xnk))n≥1 une suite i.i.d. de vecteurs
aléatoires dans Rk, tels que maxu E(X2

nu) < +∞.
Notons c = (c1, . . . , ck) = (E(Xn1), . . . ,E(Xnk)) le vecteur d’espérances de la loi

commune, et soit Σ = (σuv) la matrice de covariances associée
(σuv = E

(
(Xnu) − cu)(E(Xnv) − cv)

)
).

Alors
X1 + . . .+Xn − nc√

n

L→ X(c,Σ),

où X(c,Σ) désigne un vecteur Gaussien de Rk d’espérances c et de covariances Σ.

Preuve. Soit Y un vecteur Gaussien centré de covariances Σ. Soit t = (t1, . . . , tk)
et notons Zn =

∑

1≤u≤k tu(Xnu − cu), et Z =
∑

1≤u≤k tuYu.

Par Le Théorème de Cramér-Wold, il suffit de montrer que Z1+...+Zn√
n

L→ Y , ce qui

découle directement des hypothèses et du TCL sur la droite.
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Chapitre 9
Grandes déviations

9.1. Grandes déviations - énoncé.

Soit (Xi)i≥1 une suite de v.a.r. i.i.d. intégrables. Supposons que E(X1) < 0. Alors
la loi forte nous dit que si Yn = X1 + . . . + Xn, 1

nYN → E(X1) < 0 P-p.s., et donc
que P(Yn ≥ 0) → 0, puisque la convergence presque sûre entrâıne la convergence en
probabilités.

Théorème de Chernoff (Grandes déviations). Sous les hypothèses précédentes,
supposons en plus que X1 soit simple, et que P(X1 > 0) > 0.

Notons M : t 7→ E(etX1) la fonction génératrice des moments de X1. Alors M est
convexe, C∞, et inftM(t) = M(τ) = ρ pour un certain 0 < τ avec 0 < ρ < 1.

Alors

1

n
ln (P(Yn ≥ 0)) = ln ρ+O(

1√
n

).

Nous développons la preuve de ce résultat dans les deux sections suivantes.

9.2. Préliminaires.

Soit Y une v.a.r. simple, prenant un nombre fini de valeurs yj , avec les probabilités
pj = P(Y = yj), telle que E(Y ) < 0 et P(Y > 0) > 0. Rappelons que E(Y ) =

∑

j pjyj .

Notons MY (t) = E(etY ) =
∑

j pje
tyj . La condition P(Y > 0) > 0 signifie exacte-

ment qu’il existe un j0 au moins tel que yj0 > 0 et pj0 > 0, puisque P(Y > 0) =
∑

j pj1]0,+∞[(yj).

Alors MY : t 7→ ∑

j pje
tyj est une combinaison linéaire à coefficients positifs des

fonctions t 7→ etyj . Elle est clairement C∞, et







MY (0) = E(1) = 1;
M ′

Y (t) =
∑

j pjyje
tyj ⇒M ′

Y (0) = E(Y ) < 0;

M ′′
Y (t) =

∑

j pjy
2
j e

tyj > 0 ⇒MY convexe et M ′′
Y (O) = E(Y 2) ≥ y2

j0
pj0 > 0;

M
(k)
Y (t) =

∑

j pjy
k
j e

tyj ⇒ E(Y k) = M
(k)
Y (0);

lim+∞MY (t) ≥ lim+∞ pj0e
tyj0 = +∞ ⇒ lim+∞MY (t) = +∞.

Voici l’allure de t 7→MY (t) :
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Donc il existe τ > 0 tel que MY (τ) = ρ = inftMY (t) et 0 < ρ < 1.

Si t ≥ 0, Y ≥ 0 ⇔ etY ≥ 1, et donc si t ≥ 0,

P(Y ≥ 0) = P(etY ≥ 1) =

∫

P(Y ≥0)

min(1, etY )dP ≤
∫

Ω

etY dP = MY (t),

et donc P(Y ≥ 0) ≤MY (τ) = ρ.
Posons P(Y ≥ 0) = ρe−θ, puisque ρ > 0 et P(Y ≥ 0) ≥ P(Y > 0) > 0. Alors

P(Y ≥ 0) ≤ ρ⇒ θ ≥ 0.
Une variable auxilliaire : soit Z une v.a.r. simple prenant les mêmes valeurs que Y
mais avec les distributions suivantes :

P(Z = yj) =
eτyj

ρ
P(Y = yj) =

eτyj

ρ
pj .

On vérifie que
∑

j P(Z = yj) = MY (τ)
/
ρ = 1 ! On a en outre







MZ(t) := E(etZ) =
∑

j e
tyjeτyj

pj

ρ = MY (t+τ)
ρ ;

E(Z) = M ′
Z(0) =

M ′
Y (τ)
ρ

= 0 car MY est extrémale en τ ;

s2 := E(Z2) = M ′′
Z(0) =

M ′′
Y (τ)
ρ =

∑

j
pj

ρ y
2
j e

τyj ≥ pj0

ρ y2
j0
> 0.

Nous avons majoré P(Y ≥ 0) = ρe−θ. Nous allons maintenant minorer, en utilisant
Z. Puis nous minorerons P(Z ≥ 0) que nous verrons intervenir plus loin.

Notons Σ′ la somme sur les indices j tels que yj ≥ 0. Alors P(Y ≥ 0) = Σ′pj , ce qui,
compte tenu de la définition de Z, peut s’écrire sous la forme

P(Y ≥ 0) = ρ(Σ′e−τyj P(Z = yj)) = ρe−θ.
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Notons p = P(Z ≥ 0) (p > 0). Alors Σ′ P(Z=yj)
p = 1, et par concavité du “ln”, il s’en

suit que
−θ = ln(Σ′e−τyj

P(Z=yj)
p ) + ln p

≥
(

Σ′ P(Z=yj)
p

(−τyj)
)

+ ln p

= ln p− τs
p

(
Σ′ yj

s P(Z = yj)
)
.

Par Cauchy-Schwarz,
(

Σ′ yj

s
P(Z = yj)

)

=
1

s
E(Z1Z≥0) ≤

1

s

√

E(Z2)
√

E(1) = 1,

et donc on obtient
0 ≤ θ ≤ τs

P(Z ≥ 0)
− lnP(Z ≥ 0). (?)

Maintenant nous allons minorer P(Z ≥ 0) ce qui donnera une majoration du terme
de droite dans (?). Pour cela, utilisons le

Lemme. Soit W une v.a.r. centrée dans L4. Notons l2 = E(W 2) et supposons ξ4 :=
E(W 4) > 0. Alors

P(W ≥ 0) ≥ l4

4ξ4
.

Preuve. Notons q = P(W ≥ 0). Ecrivons W+ = W1W≥0 et W− = −W1W<0.
Alors W = W+ −W−, et l2 = E((W+)2) + E(W−)2). Par Cauchy-Schwarz,

E((W+)2) = E(W 212
W≥0) ≤

√

E(W 4)
√

E(14
W≥0) =

√
qξ2.

Ensuite avec l’inégalité de Hölder d’exposants ( 3
2 , 3), nous avons

E((W−)2) = E((W−)
2
3 (W−)

4
3 ) ≤ E(W−)

2
3 E((W−)4)

1
3 ≤ E(W−)

2
3 ξ

4
3 .

Ensuite E(W ) = 0 donc E(W−) = E(W+), et Hölder d’exposants ( 4
3
, 4) permet d’écrire

E(W−) = E(W1W≥0) ≤ E(W 4)
1
4 E(1

4
3

W≥0)
3
4 = ξq

3
4 .

Et donc
E((W−)2) ≤ E(W−)

2
3 ξ

4
3 ≤ √

qξ2,

et donc
l2 = E(W−)2) + E((W+)2) ≤ 2

√
qξ2.

Du Lemme et de (?) il découle que (s = l = E(Z2) et ξ4 = E(Z4))

P(Y ≥ 0) = ρe−θ et 0 ≤ θ ≤ 4τξ4

s3
− ln

(
s4

4ξ4

)

. (??)
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9.3. Fin de la preuve du Théorème de Chernoff.
Posons donc Yn = X1 + . . . + Xn et M(t) = MX1

(t). Alors Yn est simple, E(Yn) =
nE(X1) < 0, et P(Yn > 0) ≥ P(∩n

i=1{Xi > 0}) = P(X1 > 0)n > 0, par indépendance et
distribution identique. Par indépendance et distribution identique de la suite (Xn)n≥0

encore, il vient

Mn(t) := MYn
(t) = M(t)n, n ≥ 1.

Soient τn > 0 et ρn ∈]0, 1[ les nombres tels qu’associés à Y en 9.2., mais ici à Yn - qui
satisfait aux hypothèses qu’il faut. Alors comme Mn(t) = M(t)n ≥ M(τ)n = Mn(τ) =
ρn, il vient

τn = τ et ρn = ρn.

Notons ensuite Sn la variable correspondant à la variable Z associée à Y , mais ici à
Yn. Alors

MSn
(t) =

Mn(t+ τn)

ρn
=

(
M(t+ τ)

ρ

)n

,

par ce qui précède.
Puis notons Zj la variable telle que Z, mais associée ici à Xj - qui satisfait aux

hypothèses requises. Par le théorème d’extension de Kolmogorov, puisqu’aucun espace
n’est désigné à priori pour supporter la variable Z, nous pouvons supposer que la suite
(Zj)j≥1 est indépendante.

De fait elle sera identiquement distribuée puisque la suite (Xj)j≥1 l’est, et que la loi
de Zj est entièrement déterminée par celle de Xj .

Notons donc Vn = Z1 + . . . + Zn, pour voir. Alors par indépendance et distribution
identique, et construction des Zj , il vient que Vn est simple et que

MVn
(t) = E(et(Z1+...+Zn)) =

n∏

i=1

MZi
(t) = MZ1

(t)n =

(
M(t+ τ)

ρ

)n

= MSn
(t) !!

Quel est l’intérêt ? Calculer les moments de Sn pour appliquer (??) à Yn :

E(Sn) = M ′
Sn

(0) = M ′
Vn

(0) = E(Vn) = nE(Z1) = 0;

E(S2
n) = M ′′

Sn
(0) = M ′′

Vn
(0) = E(V 2

n ) = nE(Z2
1 ) =: nσ2;

E(S4
n) = M

(4)
Sn

(0) = M
(4)
Vn

(0) = E(V 4
n ) = nE(Z4

1 ) + 3n(n− 1)σ4.

Donc si nous notons l2n = E(S2
n) et ξ4n = E(S4

n), il vient l4n
/

(4ξ4n) → 1
/

12 > 0, et donc

il existe un α > 0 tel que pour chaque n ≥ 1, l4n
/

(4ξ4n) ≥ α > 0. Donc nous pouvons

encore majorer uniformément en n pour Yn dans (??) : en effet, P(Yn ≥ 0) = ρne−θn

pour θn satisfaisant (??) pour Yn, et alors on a

P(Yn ≥ 0) = ρne−θn et 0 ≤ θn ≤ τσ
√
n

α
− lnα.
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En prenant la formule ci-dessus, en passant au “ln”, et en divisant par n, il vient

1

n
P(Yn ≥ 0) − ln ρ =

θn

n
= O

(
1√
n

)

.

9.4. Application au pile ou face équilibré.
Supposons que la suite (Xi)i≥1 soit i.i.d. de loi commune la loi telle que

P(X1 = ±1) =
1

2
.

Si Yn = X1 + . . . +Xn, on a Yn

n → 0 P-p.s., et donc en probabilité. Soit 0 < β : alors
P(Yn ≥ nβ) mesure la “déviation” de Yn relativement à son espérance, qui est nulle.

Nous pouvons ici appliquer le théorème de Chernoff pour avoir une idée de la taille de
cette déviation, asymptotiquement.

En effet, si β > 1, {Yn ≥ nβ} = ∅, et la taille est claire : P(Yn ≥ nβ) = 0. Si β = 1,
alors {Yn = 1} = ∩n

i=1{Xi = 1} et donc P(Yn ≥ n) = 1
2n , et la taille est bien connue.

Ensuite si 0 < β < 1, alors la suite (Xi − β)i≥1 satisfait aux hypothèses du théorème
de Chernoff, et alors

1

n
ln P(Yn ≥ nβ) = ln ρ+O

(
1√
n

)

,

et il n’y a plus qu’à calculer ρ = mintMX1−β(t). Ceci n’est pas compliqué : MX1−β(t) =
e−tβ

2 (et + e−t) = e−tβcht.
Pour avoir ρ, on trouve τ > 0 tel que M ′

X1−β(τ) = 0 (alors ρ vaudra MX1−β(τ)) : soit

−βe−tβch(t) + e−tβsht = 0,

soit tht = β, et donc τ = Argthβ = 1
2

ln
(

1+β
1−β

)

.

Alors un calcul pas trop difficile montre que ρ = MX1−β(τ) = (1−β)
(β−1)

2

(1+β)
(β+1)

2

. Et donc

1

n
lnP(Yn ≥ nβ) → −1

2

(

(1 + β) ln(1 + β) + (1 − β) ln(1 − β)

)

.

Sujet de reflexion : qu’en est-il du théorème de Chernoff si Xi = X̃i − γ, avec Xi qui
suit une loi de Poisson de paramètre λ > 0, et en supposant γ > λ ? Est-ce que la preuve
du théorème s’adapte ?
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Espérances et lois conditionnelles

Nous avons vu rapidement au Chapitre 3 les probabilités conditionnelles “näıves”.
Nous verrons ici une version bien plus élaborée, qui l’étend, et qui est nécessaire au
traitement de la théorie des martingales. Tout ce qui suit repose sur le théorème de
Radon-Nikodym.

10.1. Espérance conditionnelle.

Théorème - Définition. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable sur (Ω,B,P).
Soit C ⊂ B une σ-algèbre. Alors il existe une et une seule variable aléatoire réelle Y sur
(Ω,B,P) possédant les deux propriétés suivantes :

{
(i) : Y est C-mesurable et intégrable;
(ii) : quel que soit C ∈ C,

∫

C
Y dP =

∫

C
XdP.

On appelle Y l’espérance conditionnelle de X sachant C, et on la note

E(X |C).

Preuve. Supposons d’abord X ≥ 0. Définissons alors une mesure ν sur C en
posant ν(C) =

∫

C
XdP. C’est une mesure finie positive, du fait de la positivité et

de l’intégrabilité de X .
De plus ν est absolument continue relativement à P. Donc par le théorème de Radon-

Nykodim, il existe une unique fonction C-mesurable f telle que

ν(C) =

∫

C

fdP, C ∈ C.

La fonction f satisfait donc aux conditions annoncées (i) − (ii). Donc voilà pour
l’existence.

De l’unicité, supposons que f et g satisfassent (i) − (ii). Alors f − g est C-mesurable
et quel que soit C ∈ C, ∫

C

(f − g)dP = 0.

Il suffit ensuite d’appliquer le Lemme Préliminaire 2 page 13, avec ∆ = {0}, pour en
déduire que f − g = 0 P-p.s..

Pour conclure lorsque X n’est pas P-p.s. positive, on écrit X+ = max{0, X}, X− =
min{0, X}, et on obtient facilement que

E(X |C) = E(X+|C) + E(X−|C).
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Définition. Etant données deux variables aléatoires réelles X, Y sur (Ω,B,P), avec
X intégrable, on appelle espérance conditionnelle de X sachant Y l’espérance condition-
nelle de X sachant la tribu engendrée par Y . On la note E(X |Y ). Si nous notons cette
tribu B(Y ), il s’ensuit donc que

E(X |Y ) = E(X |B(Y )).

Illustrons ces définitions par un exemple important :
La cas discret : on suppose ici que C = σ((Bi)i∈I), où (Bi)i∈I est une collection finie
ou dénombrable d’ensembles mesurables, et qui partitionne Ω. Alors si X est intégrable,
on vérifie (sans peine ?) que

E(X |C) =
∑

i∈I

∫

Bi
XdP

P(Bi)
1Bi

.

Propriétés des espérances conditionnelles. Supposons que P soit un π-système
générateur de C, et que Ω soit une union finie ou dénombrable d’éléments de P. Alors
une fonction f : Ω → R C-mesurable est une version de E(X |C) si pour chaque P ∈ P,

∫

P

fdP =

∫

P

XdP.

Supposons maintenant que X, Y, Yn sont intégrables. Alors

(i) : si X = a P-p.s., E(X |C) = a P-p.s.;
(ii) : E(aX + bY |C) = aE(X |C) + bE(Y |C);
(iii) : si X ≤ Y P-p.s., alors E(X |C) ≤ E(Y |C);
(iv) : |E(X |C)| ≤ E(|X ||C);
(v) : si limn Yn = Y P-p.s., et si ∀n, |Yn| ≤ X,

alors limn E(Yn|C) = E(Y |C) P-p.s..

Preuve. Pour (i−iv), il suffit de vérifier les conditions caractéristiques des espérances
conditionnelles relativement à C, sauf pour (iii) où un raisonnement par l’absurde fait
l’affaire.

Pour (v), poser Zn = supk≥n |Yk − Y |. Alors Zn ↓ 0 P-p.s.. Et |E(Yn|C) − E(Y |C)| ≤
E(Zn|C). Il suffit donc de montrer que E(Zn|C) ↓ 0 P-p.s.. Par décroissance, il existe Z,
C-mesurable, intégrable, telle que Z = limn ↓ E(Zn|C). En outre Z ≥ 0. Il nous suffit
donc de montrer que E(Z) = 0. Or

E(Z) =

∫

lim
n

↓ E(Zn|C)dP ≤ lim inf
n

∫

E(Zn|C)dP = lim inf
n

E(Zn) = 0,

par convergence dominée.
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Proposition. Si X est C-mesurable, et si Y et XY sont intégrables, alors

E(XY |C) = XE(Y |C).

Preuve. Il suffit de considérer l’application C-mesurable XE(Y |C) et de vérifier
qu’elle vérifie les conditions caractéristiques (i) et (ii) de l’espérance conditionnelle.

Pour cela traiter d’abord de X = 1C avec C ∈ C, puis de X simple C-mesurable, puis
de X ≥ 0 etc etc...

Proposition. Supposons que deux sous-σ-algèbres de B satisfassent C1 ⊂ C2. Alors
si X est intégrable,

E(E(X |C2)|C1) = E(X |C1).

Preuve. E(X |C1) est C1-mesurable donc C2-mesurable. Et pour chaque C ∈ C1,
C ∈ C2, donc

∫

C

E(X |C)dP =

∫

C

XdP =

∫

C

E(X |C2)dP =

∫

C

E(E(X |C2)|C1)dP.

10.2. Probabilités ou lois conditionnelles.

Avec les mêmes notations, appelons probabilité de A sachant C la quantité notée
P(A|C) et définie par

P(A|C) = E(1A|C), A ∈ B.

Probabilités conditionnelles et π-systèmes générateurs. Soit P un π-système
générateur de C, et supposons que Ω soit une union finie ou dénombrable d’éléments de
P. Soit enfin A ∈ B. Alors une fonction mesurable f : Ω → R est une version de P(A|C)
si elle est C-mesurable, intégrable, et si pour chaque P ∈ P,

∫

P

fdP = P(A ∩ P ).

Preuve. Paragraphe précédent avec X = 1A.
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Propriétés de base des probabilités conditionnelles. Presque sûrement,

P(∅|C) = 0, P(Ω|C) = 1, 0 ≤ P(A|C) ≤ 1,

et enfin si (An)n≥1 est une collection disjointe d’ensembles mesurables,

P(∪nAn|C) =
∑

n

P(An|C).

On a aussi les propriétés suivantes (P-p.s.):







P(B \A|C) = P(B|C) − P(A|C) si A ⊆ B;
P(∪n ↑ An|C) = limn ↑ P(An|C);
P(∩n ↓ An|C) = limn ↓ P(An|C);
P(A∆B) = 0 ⇒ P(A|C) = P(B|C).

Preuve. Découle des propriétés correspondantes pour les espérances conditionnelles.

10.3. Le lien - plus fin - entre probabilités et espérances conditionnelles.

Version uniforme de la loi conditionnelle. Il existe une application µ : B(R)×
Ω → [0, 1] telle que

{
(i) : pour chaque ω ∈ Ω, µ(·, ω) est une probabilité sur (R,B(R));
(ii) : pour chaque H ∈ B(R), µ(H, ·) est une version de P(X ∈ H|C) =: PX(H|C).

On appelle µ(·, ω) la loi conditionnelle de X sachant C, ou sachant Y si dans le
contexte σ(Y ) = C. Nous la noterons parfois PX(·|C) ou PX(·|Y ).

Preuve. Pour chaque rationnel r, notons F (r, ω) une version de P(X ≤ r|C)(ω). Si
r ≤ s, alors

F (r, ω) ≤ F (s, ω)

sauf peut-être pour ω ∈ Ar,s avec Ar,s ∈ C et P(Ar,s) = 0. Aussi,

F (r, ω) = lim
n
F (r +

1

n
, ω),

sauf peut-être pour ω ∈ Br avec Br ∈ C et P(Br) = 0. Enfin, sauf peut-être pour ω ∈ C
avec C ∈ C et P(C) = 0,

lim
−∞

F (r, ω) = 0 et lim
∞
F (r, ω) = 1.
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Alors si E = ∪r,s∈Q(C ∪Br ∪Ar,s), on a E ∈ C et P(E) = 0. Si ω /∈ E, on étend F (·, ω)
à R en posant

F (x, ω) = inf{F (r, ω) : x < r}.
Et si ω ∈ E, on pose F (x, ω) = F0(x) où F0 est une fonction de répartition, arbitrairement
choisie.

Alors pour tout ω, F (·, ω) est une fonction de répartition, d’une probabilité borélienne
µ(·, ω). Et ainsi on a (i).

Pour (ii), remarquons d’abord que la classe H des H ∈ B(R) pour lesquels µ(H, ·) est
C-mesurable est un λ-système contenant les ensembles ] −∞, r], r ∈ Q. Et donc µ(H, ·)
est C-mesurable pour H ∈ σ(H) = B(R).

Pour conclure, si H =] −∞, r], r ∈ Q, alors, pour C ∈ C, nous avons

ψC(H) :=

∫

C

µ(H,ω)dP(ω) = P((X ∈ H) ∩ C) =: γC(H),

et donc, ci-dessus, en fixant C, nous avons deux mesures positives finies qui cöıncident
sur tous les ]−∞, r], r ∈ Q. Elles sont donc égales (ψC = γC), pour chaque C ∈ C. Donc
pour tout H ∈ B(R), µ(H, ·) est une version de PX(H|C).

Exemple : supposons que P(X,Y ) ait une densité f relativement à m2. Posons g(x, y) =

f(x, y)
/ ∫

R
f(t, y)dt si

∫

R
f(t, y)dt 6= 0, et posons alors µ(H, y) =

∫

H
g(x, y)dx (dµ(·, y)

/

dm(x) = g(x, y)). Si
∫

R
f(t, y)dt = 0, choisissons pour µ(·, y) une mesure de probabilité

borélienne arbitraire sur la droite. Alors µ(H, Y (ω)) est une version de la loi condition-
nelle de X sachant Y : en effet, pour E, F ∈ B(R),

∫

R×E

µ(F, Y (ω))dP(X,Y )(ω) = P(X,Y )(F ×E),

et donc
∫

Y ∈E
µ(F, Y (ω))dP(ω) = P((X, Y ) ∈ F × E). Et donc µ(F, Y ) est une version

de P(X ∈ F |Y ).

Le lien entre l’espérance conditionnelle et la loi conditionnelle est le suivant :

L’espérance conditionnelle est l’intégrale sous la loi conditionnelle. Si
φ : R → R est borélienne, et si φ(X) ∈ L1, alors

E(φ(X)|C) =

∫

R

φ(x)dPX(x|C).

Preuve. Si φ = 1A, alors E(φ(X)|C) = P(X ∈ A|C) =
∫

1A(x)dPX(x|C), par con-
struction et définition de PX(A|C).

Par linéarité, l’égalité a lieu pour φ simple. Si φ est positive intégrable, ça passe par
convergence monotone et convergence dominée dans les espérances conditionnelles.

Pour φ de signe arbitraire, on décompose en parties positives et négatives.
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Corollaire : inégalité de Jensen conditionnelle. Si φ est convexe, et si φ(X)
et X sont intégrables, alors

φ(E(X |C)) ≤ E(φ(X)|C) P − p.s..

Preuve. Appliquer Jensen classique et le résultat précédent, c’est à dire Jensen à la
loi conditionnelle.

Exercice : montrer que si X⊥⊥Y , et X intégrable, alors E(X |Y ) = E(X) P-p.s..
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Martingales

11.1. Martingales, sous-martingales.

Définition. Soit (Xi)i≥1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace
de probabilités (Ω,B,P) et soit (Fi)i≥1 une suite de sous-σ-algèbres de B. La suite
(Xn,Fn)n≥1 est une martingale (resp. une sous-martingale) si







(i) : Fn ⊂ Fn+1;
(ii) : Xn est Fn-mesurable;
(iii) : E(|Xn|) <∞;
(iv) : P-p.s., E(Xn+1|Fn) = Xn

(resp. E(Xn+1|Fn) ≥ Xn).

Remarquons que si la définition ci-dessus tient pour les Fn, elle tient forcément pour
les σ(X1, . . . , Xn), car en posant Gn = σ(X1, . . . , Xn), on a Gn ⊂ Fn, et donc

E(Xn+1|Gn) = E(E(Xn+1|Fn)|Gn) = E(Xn|Gn) = Xn.

Remarquons qu’il découle de la croissance des Fn que pour chaque k ≥ 1, dans le cas
d’une martingale,

E(Xn+k|Fn) = Xn.

Exemple 1 : supposons que la suite (Yi)i≥1 soit i.i.d. intégrable centrée. Alors la
suite (Xn) = (Y1 + . . . + Yn) est une martingale relativement à la filtration (Fn) =
(σ(X1, . . . , Xn)).

Si l’on suppose Yi ≥ 0 au lieu de E(Yi) = 0, on obtient une sous-martingale par le
même procédé.
Exemple 2 : soit (Ω,B,P) un espace probabilisé, et ν une mesure signée sur (Ω,B).
Supposons que (Fn)n≥1 soit une suite croissante de sous-σ-algèbres de B, et que pour
chaque n, ν|Fn

<<P|Fn
. Soit Xn = dν

/
dP (restreintes à Fn). Alors (Xn,Fn)n≥1 est une

martingale.
Exemple 3 : soit Z intégrable sur (Ω,B,P), et (Fn)n≥1 une suite croissante de sous-σ-
algèbres. Notons Xn = E(Z|Fn). Alors (Xn,Fn) est une martingale.
Exemple 4 : si (Xn,Fn)n≥1 est une martingale, alors (|Xn|,Fn)n≥1 est une sous-
martingale.

Théorème - fonctions de martingales. Si (Xn,Fn)n≥1 est une martingale (resp.
sous-martingale), si φ est convexe (resp. convexe croissante), et si φ(Xn) est intégrable,
alors (φ(Xn),Fn)n≥1 est une sous-martingale.

Preuve. Dans le cas sous-martingale, Xn ≤ E(Xn+1|Fn), et φ étant non décroissante,
il s’ensuit que φ(Xn) ≤ φ(E(Xn+1|Fn)), puis par application du lemme de Jensen con-
ditionnel, pour lequel les conditions sont réunies, on en déduit φ(Xn) ≤ E(φ(Xn+1)|Fn).

Le reste de la preuve n’est qu’une vérification à partir des définitions.
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11.2. Temps d’arrêts.

Soit (Ω,B,P) un espace de probabilités, et (Fn)n≥1 une suite croissante de sous-σ-
algèbres de B. Une variable aléatoire τ : Ω → N? (prenant des valeurs entières positives)
est un temps d’arrêt pour la filtration (Fn)n≥1 si pour chaque n ≥ 1,

{τ = n} ∈ Fn (⇔ {τ ≤ n} ∈ Fn).

Nous définissons la sous-σ-algèbre Fτ par

Fτ = {A ∈ B : A ∩ {τ ≤ k} ∈ Fk, 1 ≤ k <∞} .

On peut dans la définition de Fτ remplacer {τ ≤ k} par {τ = k} sans que cela
n’occasionne de modification de Fτ . Remarquons que τ est Fτ -mesurable.

Supposons que τ1 et τ2 soient deux temps d’arrêts et que τ1 ≤ τ2. Si A ∈ Fτ1
, alors

A ∩ {τ1 ≤ k} ∈ Fk, et donc A ∩ {τ2 ≤ k} = A ∩ {τ1 ≤ k} ∩ {τ2 ≤ k} ∈ Fk : et donc
Fτ1

⊂ Fτ2
.

Théorème des temps d’arrêts. Soit X1, . . . , Xn une (sous-)martingale relative-
ment à la filtration finie F1 ⊂ . . . ⊂ Fn, et soient τ1 et τ2 deux temps d’arrêts tels que
1 ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ n.

Alors Xτ1
, Xτ2

est une (sous-)martingale relativement à la filtration Fτ1
,Fτ2

.

En particulier E(Xτ1
) ≤ E(Xτ2

).

Preuve. On a |Xτi
| ≤∑n

k=1 |Xk|, et donc Xτi
est intégrable, i = 1, 2. Remarquons

aussi que Xτi
est Fτi

-intégrable.

Considérons le cas “sous-”martingale. On veut montrer que E(Xτ2
|Fτ1

) ≥ Xτ1
, ce qui

revient à montrer que quel que soit A ∈ Fτ1
,

∫

A

(Xτ2
−Xτ1

)dP ≥ 0,

puisque les deux variables E(Xτ2
|Fτ1

) et Xτ1
sont Fτ1

-mesurables.

Mais A ∈ Fτ1
⇒ A ∩ {τ1 < k ≤ τ2} = (A ∩ {τ1 ≤ k − 1}) ∩ {τ2 ≤ k − 1}c ∈ Fk−1. Si

nous posons ∆k = Xk −Xk−1, il s’ensuit que

∫

A
(Xτ2

−Xτ1
)dP =

∫

A

∑n
k=1 1τ1<k≤τ2

∆kdP

=
∑n

k=1

∫

A∩{τ1<k≤τ2} ∆kdP ≥ 0,

par propriété de sous-martingale.
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11.3. Traversées ascendantes.
L’inégalité de base de la théorie pour la convergence presque sûre est celle des “up-

crossings”, ou “traversées ascendantes” : soit [α, β] un intervalle fermé, et soient
X1, . . . , Xn des variables aléatoires. Définissons inductivement τ1, τ2, . . . comme suit;

- τ1 est le plus petit j, 1 ≤ j ≤ n, tel que Xj ≤ α, et vaut n s’il n’existe pas de tel j;
- τk est, pour k pair, le plus petit j tel que τk−1 < j ≤ n et Xj ≥ β, et vaut n s’il n’y

a pas de tel j;
- τk, pour k impair plus grand que 1, est le plus petit j tel que τk−1 < j ≤ n et

Xj ≤ α, et vaut n s’il n’y a pas de tel j.
Le nombre U de traversées ascendantes (en abrégé t.a.) est le plus grand i

tel que Xτ2i−1
≤ α < β ≤ Xτ2i

.

Théorème des traversées. Si X1, . . . , Xn est une sous-martingale, et si U désigne
le nombre de t.a. de [α, β], alors

E(U) ≤ E((Xn − α)+) − E((X1 − α)+)

β − α
.

Preuve. Posons Yk = max{0, Xk − α} et θ = β − α. Alors Y1, . . . , Yn est une sous-
martingale. Les τk restent identiques si dans leur définition nous remplaçons la condition
“Xj ≤ α” par “Yj = 0”, et “Xj ≥ β” par “Yj ≥ θ”, et donc U désigne aussi bien le
nombre de t.a. de la sous-martingale Y1, . . . , Yn de l’intervalle [0, θ]. Si k est pair et si
τk−1 est un temps d’arrêt, alors pour j < n,

{τk = j} = ∪j−1
i=1 {τk−1 = i, Yi+1 < θ, . . . , Yj−1 < θ, Yj ≥ θ} ∈ Fj,

et de plus {τk = n} = {τk ≤ n − 1}c ∈ Fn. Et donc dans ce cas τk est aussi un temps
d’arrêt.

Si k est impair, un raisonnement similaire montre que si τk−1 est un temps d’arrêt,
alors τk en est un aussi.

Et donc les τk sont des temps d’arrêts si τ1 en est un. Mais ceci est clair d’après la
définition.

La suite de temps d’arrêts τ1, . . . , τn est strictement croissante tant qu’elle n’a pas
atteint n, à la suite de quoi elle vaut constamment n. En particulier τn ≡ n. Et donc

Yn = Yτn
≥ Yτn

− Yτ1
=

n∑

k=2

(Yτk
− Yτk−1

) = Σp + Σi,

où Σp est la somme sur les indices k pairs, et Σi, sur les impairs. D’après le Théorème
des temps d’arrêts, E(Σi) ≥ 0 et E(Y1) ≤ E(Yτ1

), et donc

E(Yn) ≥ E(Yn) − E(Y1) ≥ E(Yn) − E(Yτ1
) ≥ ee(Σp).

Si Yτ2i−1
= 0 < θ ≤ Yτ2i

, alors la différence Yτ2i
− Yτ2i−1

apparâıt dans Σp, et vaut au
moins θ. Puisque ceci se produit U fois, on a Σp ≥ θU , et donc

E(Yn) − E(Y1) ≥ θE(U).
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11.4. Convergence presque sûre.
Le théorème de convergence des martingales, dû à Doob, revêt différentes forme, dont

voici l’une :

Convergence des martingales. Soit X1, . . . , Xn, . . . une sous-martingale, et sup-
posons que K = supn E(X+

n ) < ∞. Alors il existe une variable aléatoire intégrable X,
telle que E(X+) ≤ K, et que

Xn → X P − p.s..

Preuve. Fixons α < β, et notons Un le nombre de t.a. de X1, . . . , Xn de [α, β]. Par
le théorème des traversées ascendantes, (Un) est une suite de variables aléatoires prenant
des valeurs entières, croissante, et telle que

E(Un) ≤ K + |α|
β − α

, n ≥ 1.

Par convergence monotone, il s’ensuit donc que la suite (Un) converge vers supn Un, qui
est intégrable et donc P-p.s. finie.

Notons X∗ = lim infXn et X∗ = lim supXn. Si X∗ < α < β < X∗, Un doit tendre
vers l’infini, ce qui n’est pas, presque sûrement. Et donc pour tout α < β,

P(X∗ < α < β < X∗) = 0.

Mais d’autre part,

{X∗ 6= X∗} =
⋃

α,β∈Q,
α<β

{X∗ < α < β < X∗},

et donc P(X∗ = X∗) = 1. Notons X = limnXn (= X∗ = X∗).
Pour conclure, par le Lemme de Fatou,

E(X+) ≤ lim inf
n

E(X+
n ) ≤ K <∞,

donc X+ ∈ L1. Par la propriété des sous-martingales,

E(X−
n ) = E(X+

n ) − E(Xn) ≤ E(X+
n ) − E(X1),

et par le lemme de Fatou,

E(X−) ≤ lim inf
n

E(X−
n ) ≤ K − E(X−

1 ) < +∞.

Donc X ∈ L1.

Un exemple important de martingale est celui deXn = E(Z|Fn) avec Z fixée intégrable
et (Fn) une filtration croissante (Exemple 3).
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Lemme. Si Z est intégrable et si la suite (Fn) est une suite arbitraire de sous-σ-
algèbres, alors la suite (E(Z|Fn)) est équi-intégrable.

Preuve. On a |E(Z|Fn)| ≤ E(|Z||Fn), et donc nous pouvons supposer Z ≥ 0. Notons
Aα,n = {E(Z|Fn) ≥ α}. Puisque Aα,n ∈ Fn, il vient

∫

Aα,n

E(Z|Fn)dP =

∫

Aα,n

ZdP.

Il suffit donc, pour ε > 0 donné, de trouver un α > 0 tel que cette dernière intégrale ne
dépasse pas ε, indépendamment de n.

Mais A 7→
∫

A
ZdP définit une mesure positive finie νZ<<P, et par caractérisation de

l’absolue continuité, il s’ensuit qu’il existe δ > 0 tel que quel que soit A, P(A) < δ ⇒
νZ(A) < ε.

Il nous suffit donc de trouver α > 0 tel que pour tout n, P(Aα,n) < δ. Cela ira si α
est assez grand, car par l’inégalité de Markov, on a

P(E(Z|Fn) ≥ α) ≤ 1

α
E(E(Z|Fn)) =

1

α
E(Z).

Supposons maintenant que nous ayons une filtration, i.e. que F1 ⊂ . . . ⊂ Fn ⊂ . . . .
Notons F∞ = σ(∪nFn). Nous notons Fn ↑ F∞, ce qui signifie simplement que (Fn)
crôıt pour l’inclusion, et que F∞ est engendrée par les Fn.

Convergence presque sûre des espérances conditionnelles. Si Z ∈ L1 et
si Fn ↑ F∞, alors

E(Z|Fn) → E(Z|F∞) P − p.s..

Preuve. Pour appliquer le théorème de convergence p.s., montrons d’abord que
supn E(|E(Z|Fn)|) = K <∞. Cela découle de ce que

sup
n

E(|E(Z|Fn)|) ≤ sup
n

E(E(|Z||Fn)) = E(|Z|) = K <∞.

Soit donc X ∈ L1 telle que E(Z|Fn) → X P-p.s.. Alors X est limite d’une suite de
variables F∞-mesurables, donc l’est elle-même.

Par intégrabilité uniforme, quel que soit A ∈ ∪kFk, on a
∫

A

XdP = lim
n

∫

A

E(Z|Fn)dP = lim
n

∫

A

ZdP =

∫

A

ZdP,

et puisque ∪kFk est un π-système générateur de F∞, il s’en suit que X = E(Z|F∞).
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Corollaire : loi 0 − 1 de Lévy. Si Fn ↑ F∞, et si A ∈ F∞, alors

E(1A|Fn) → 1A P − p.s.

Exercice : montrer que la loi 0 − 1 de Kolmogorov découle de la loi 0 − 1 de Lévy.

Le cas des dérivées de Radon-Nikodym. Supposons que (Ω,B,P) soit un es-
pace probabilisé, que ν soit une mesure positive finie sur (Ω,B), et que Fn ↑ F∞ ⊂ B.
Supposons que restreinte à chaque Fn, ν<<P, et notons Xn = dν

/
dP la dérivée corre-

spondante. Alors il existe X ∈ L1 telle que

Xn → X P − p.s.,

et
– si ν<<P sur F∞, alors X = dν

/
dP relativement à F∞;

– si ν ⊥ P sur F∞, alors X ≡ 0.

Preuve. On a Xn ≥ 0 et E(|Xn|) = E(Xn) = ν(Ω) = K < ∞. De plus, la suite
(Xn,Fn) constitue une martingale, et donc le théorème de convergence p.s. s’applique.
Soit X la limite correspondante, F∞-mesurable.

Si ν<<P sur F∞, notons Z = dν
/
dP relativement à F∞. Alors pour chaque n et

chaque A ∈ Fn, ∫

A

ZdP = ν(A) =

∫

A

XndP,

et donc pour chaque n, Xn = E(Z|Fn). Et donc par le théorème précédent, X =
E(Z|F∞), mais puisque Z est déjà F∞-mesurable, il vient

X = Z.

Supposons sinon que ν ⊥ P sur F∞. Il existe donc S ∈ F∞ tel que ν(S) = 0 et
P(S) = 1. Par le lemme de Fatou,

∫

A
XdP ≤ lim infn

∫

A
XndP = ν(A) si A est dans

l’algèbre ∪kFk.
Il s’ensuit par le théorème des classes monotones (Chap. 1) que

∫

A
XdP ≤ ν(A) reste

vrai pour tout A ∈ F∞, et donc en particulier si A = S. Et puisque X ≥ 0, il s’ensuit
que E(X) ≤ 0 entrâıne que X = 0 P-p.s..

11.5. Slutsky, intégrabilité uniforme et convergence dans L1.
D’abord commençons par un théorème utile :

Théorème de Slutsky. Si Vn
L→ V et Wn

L→ 0, alors Vn +Wn
L→ V

Si Xn
L→ X et si Yn

L→ a, alors XnYn
L→ aX.

Preuve. Observons d’abord que Wn
L→ 0 ⇒ Wn

P→ 0. En effet, puisque F0 n’a

qu’un point de discontinuité en 0, on a, si ε > 0, P(|Wn| ≥ ε) = FYn
(−ε) + P(Yn ≥

ε) ≤ FYn
(−ε) + 1 − FYn

( ε
2 ) → 0, et donc par écrabouillage, P(|Yn| ≥ ε) → 0.
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Soit v ∈ R, et soient w′ < v < w′′ tels que P(V = w′) = P(V = w′′) = 0. Si
w′ < v − ε < v < v + ε < w′′, alors

P(Vn ≤ w′) − P(|Wn| ≥ ε) ≤ P(Vn +Wn ≤ v) ≤ P(Vn ≤ w′′) + P(|Wn| ≥ ε),

ce qui, puisque Vn
L→ V et Wn

P→ 0, donne à la limite

P(V ≤ w′) ≤ lim inf
n

P(Vn +Wn ≤ v) ≤ lim sup
n

P(Vn +Wn ≤ v) ≤ P(V ≤ w′′).

Si alors P(V = v) = 0, FV est continue en v, et on peut trouver des w′ < v < w′′

arbitrairement proches de v, et aux propriétés requises. Donc Vn +Wn
L→ V puisque les

fonctions caractéristiques convergent aux points de continuité de celle de V .

Pour la seconde partie de cet énoncé, notons que XnYn = Xn(Yn −a)+aXn, et que si

Yn
L→ a, alors Yn − a

L→ 0 (exprimer que c’est une convegrence en probabilités), et enfin

que si Xn
L→ X , alors aXn

L→ aX (distinguer ici le cas a = 0, et raisonner à l’aide des

fonctions de répartitions).

Par la première partie de notre énoncé, si nous montrons que Xn(Yn − a)
L→ 0, alors

la seconde partie s’en suivra. Notons donc δn = Yn − a, et nos hypothèses sont à présent

que δn
L→ 0 et Xn

L→ X . La conclusion recherchée est Xnδn
L→ 0. On calcul... soient

ε > 0 et λ > 0 tels que P(|X | = ε
λ ) = 0 :

lim supn P(|δnXn| ≥ ε) ≤ lim supn P(|δn| ≥ λ) + lim supn P(|Xn| ≥ ε
λ )

≤ 0 + FZ(− ε
λ ) + 1 − FZ( ε

λ )

qui est arbitrairement petit (il suffit de choisir λ grand). Donc par écrabouillage,

lim sup
n

P(|δnZn| ≥ ε) = 0,

soit δnXn
P→ 0. �

Nous avons rencontré l’équi-intégrabilité à l’occasion du chapitre 6. Le théorème
suivant montre son lien étroit avec la convergence dans L1 :

Equi-intégrabilité et convergence L1. Supposons que Xn
L→ X, Xn, X ∈ L1.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) : (Xn)n≥1 est équi-intégrable;
(ii) : Xn → X dans L1;
(iii) : E(|Xn|) → E(|X |).
Preuve.
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(i) ⇒ (ii) : soit M > 0 et définissons

φM (x) =







M si x ≥M ;
x si |x| ≤M ;
−M si x < −M.

Par l’inégalité triangulaire, on a

|Xn −X | ≤ |Xn − φM (Xn)| + |φM (Xn) − φM (X)| + |φM (X) −X |.

Puisque |φM (Y ) − Y | = (|Y | −M)+ ≤ |Y |1|Y |>M , en passant aux espérances, il vient

E(|Xn −X |) ≤ E(|φM (Xn) − φM (X)|) + E(|Xn|1|Xn|>M ) + E(|X |1|X|>M ).

On a φM (Xn)
L→ φM (X), puisque φM est continue. Par continuité du module et en

application du Théorème de Slutsky, il vient Yn := |φM (Xn) − φM (X)| L→ 0. Par

Skorohod, il existe des variables Zn de lois respectives celles des variables Yn, et telles
que Yn → 0 P-p.s.. On a P(|Zn| > 2M) = P(|Yn| > 2M) ≤ P(|φM (Xn)| > M) +
P(|φM (X)| > M) = 0, et donc |Yn| ≤ 2M P-p.s.. Donc par convergence dominée, il vient
E(Yn) = E(|φM (Xn) − φM (X)|) → 0.

Par uniforme intégrabilité, limM supn E(|Xn|1|Xn|>M ) = 0.

A ce stade on pourrait même conclure ici que X ∈ L1. En effet, par uniforme
intégrabilité toujours, on a supn E(|Xn|) < +∞, et le lemme de Fatou (dans le cas
dominé) entrâıne, via le Théorème de Skorohod de nouveau, que E(|X |) ≤ supn E(|Xn|) <
+∞. Donc X ∈ L1, et donc limM E(|X |1|X|>M ) = 0. Mais ceci résulte plus simplement
directement de nos hypothèses.
(ii) ⇒ (iii) : découle de

|E(|Xn|) − E(|X |)| ≤ E(||Xn| − |X ||) ≤ E(|Xn −X |) → 0.

(iii) ⇒ (i) : soit ψM : R+ → R+ continue telle que ψM (x) = x sur [0,M − 1], ψM ≡ 0

sur [M,+∞[, et ψM linéaire sur [M − 1,M ]. Soit ε > 0.
Par convergence dominée, si M est assez grand, E(|X |) − E(ψM (|X |)) ≤ ε

2
.

D’autre part ψM (|Xn|) L→ ψM (|X |), et donc par convergence dominée, via Skorohod

encore une fois, la domination s’obtenant de façon semblable à son obtention dans le
passage (i) ⇒ (ii), E(ψM (|Xn|)) → E(ψM (|X |)).

Donc avec (iii), on a pour n ≥ n0,

E(|Xn|1|Xn|>M ) ≤ E(|Xn|) − E(ψM (|Xn|)) ≤ E(|X |)− E(ψM (|X |)) +
ε

2
≤ ε.

Au besoin en augmentant M on obtient simultanément supn<n0
E(|Xn|1|Xn|>M ) ≤ ε,

et donc l’équi-intégrabilité (une suite finie dans L1 est toujours équi-intégrable).
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Convergence L1 des sous-martingales. Pour une sous-martingale, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) : elle est uniformément intégrable;
(ii) : elle converge presque sûrement et dans L1;
(iii) : elle converge dans L1.

Preuve.
(i) ⇒ (ii) : l’uniforme intégrabilité entrâıne que supn E(|Xn|) < +∞, et donc la sous-
martingale converge presque sûrement. Le théorème qui précède montre, par équi-
intégrabilité, que sa limite presque sûre l’est aussi au sens L1.
(ii) ⇒ (iii) : évident.

(iii) ⇒ (i) : la convergence L1 entrâıne la convergence en probabilité, et le théorème

précédent permet d’en déduire l’équi-intégrabilité.

Intéressons nous à présent au cas plus spécifique des martingales :

Lemme. Si (Xn) est une martingale relativement à la filtration (Fn) et si Xn → X
dans L1, alors

Xn = E(X |Fn).

Preuve. La propriété de martingale implique que si m > n, E(Xm|Fn) = Xn, et
donc si A ∈ Fn, alors E(Xn1A) = E(Xm1A). Mais Xn → X dans L1 entrâıne que
Xn1A → X1A dans L1, et donc E(Xm1A) →

∫

A
XdP. Ainsi

A ∈ Fn ⇒
∫

A

XndP =

∫

A

XdP,

et donc Xn est une version de E(X |Fn).

Convergence L1 des martingales. Si (Xn) est une martingale relativement à la
filtration (Fn), alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) : elle est équi-intégrable;
(ii) : elle converge p.s. et dans L1;
(iii) : elle converge dans L1;
(iv) : il existe une variable aléatoire intégrable X telle que pour chaque n, Xn =

E(X |Fn).

Preuve. On sait déjà que (i − iii) sont équivalentes entre elles. On sait aussi que
(iv) entrâıne (i). Et le lemme qui précède montre que (iii) ⇒ (iv).
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Corollaire. Dans le §11.4., à la rubrique “Convergence presque sûre des espérances
conditionnelles”, il est possible de rajouter la convergence L1 à la convergence p.s..

Preuve. On a affaire à une martingale, équi-intégrable par le théorème qui précède.

11.6. Convergence Lp, p > 1.
Commençons par une inégalité maximale, utilisée dans les preuves de convergence Lp

des martingales :

Inégalité maximale de Doob. Si X1, . . . , Xn est une sous-martingale, et si α > 0,
alors {

P
(
maxi≤nX

+
i ≥ α

)
≤ 1

α
E(X+

n 1maxi≤n X+
i ≥α) ≤ 1

α
E(X+

n );

P
(
maxi≤nX

+
i > α

)
≤ 1

αE(X+
n 1maxi≤n X+

i >α) ≤ 1
αE(X+

n ).

Remarquons que ceci étend l’inégalité maximale de Kolmogorov : si S1, S2, . . . sont
les sommes partielles de variables indépendantes centrées dans L2, alors leur suite forme
une martingale, et donc la suite de leurs carrés constitue une sous-martingale. Pour les
carrés, on retrouve bien l’inégalité maximale de Kolmogorov, puisque

{max
k≤n

|Sk| ≥ α} = {max
k≤n

|Sk|2 ≥ α2}.

Preuve. Remarquons que φ(x) = max{x, 0} = x+ est convexe croissante, et donc par
le théorème “fonctions de sous-martingales”, (X+

n )n≥1 est une sous-martingale (l’intégrabilité
est automatique car X+

n ≤ |Xn|). Nous supposons donc que Xn ≥ 0.
Posons τ2 = n, et soit τ1 = min{n, inf{k ≥ 1 : Xk ≥ α}}. On vérifie sans peine que

1 ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ n, et que τ1 et τ2 sont des temps d’arrêts.
On pose ensuite Mk = maxi≤k Xi, et l’on vérifie que

{Mn ≥ α} ∩ {τ1 ≤ k} = {Mk ≥ α} ∈ Fk,

et donc {Mn ≥ α} ∈ Fτ1
. Par application du théorème des temps d’arrêts, il vient,

puisque Xτ1
≥ α sur {Mn ≥ α},

αP(Mn ≥ α) ≤
∫

Mn≥α
Xτ1

dP ≤
∫

Mn≥α
E(Xn|Fτ1

)dP

=
∫

Mn≥α
XndP ≤ E(Xn),

ce qui démontre la première inégalité.
Pour la seconde, on se ramène d’abord à nouveau au cas de Xn ≥ 0, puis on pose

τ2 ≡ n, et τ1 = min{n, inf{k ≥ 1 : Xk > α}}. On obtient à nouveau des temps d’arrêts,
et {Mn > α} ∈ Fτ1

. La conclusion s’en suit par un calcul similaire.

Remarquons que si (Xi) forme une martingale, (|Xi|) constitue une sous-martingale,
et donc dans ce cas l’inégalité maximale précédente peut s’écrire en remplaçant X+

i par
|Xi|.
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Inégalité maximale Lp. Soit p > 1 et (Xn) une sous-martingale. Notons X̄n =
max1≤k≤n X

+
k . Alors

E(X̄p
n) ≤

(
p

p− 1

)p

E((X+
n )p).

En particulier si (Yn) est une martingale et si Y ∗
n = max1≤k≤n |Yk|, alors

E((Y ∗
n )p) ≤

(
p

p− 1

)p

E(|Yn|p)

Preuve. La seconde inégalité découle de la première en posant Xn = |Yn|. Par le
même argument que celui utilisé dans la preuve de l’inégalité maximale précédente, nous
supposerons sans perte de généralité que Xn ≥ 0.

Notons X̄n ∧ M = min{X̄n,M}, avec M > 0. Comme {X̄n ∧ M > λ} vaut soit
{X̄n > λ} soit ∅, cela ne modifie pas l’application de l’inégalité de Doob. On a (calcul
du moment d’ordre p ≥ 1 d’une v.a. positive)

E((X̄n ∧M)p) =
∫∞
0
pλp−1P(X̄n ∧M > λ)dλ

≤
∫∞
0
pλp−1

(
1
λ

∫
Xn1X̄n∧M>λdP

)
dλ

=
∫
Xn

∫ X̄n∧M

0
pλp−2dλdP

= p
p−1

∫
Xn(X̄n ∧M)p−1dP.

Posons q = p
/

(p− 1) - l’exposant conjugué de p - et appliquons l’inégalité de Hölder
: on obtient

E((X̄n ∧M)p) ≤ qE(|Xn|p)
1
p E((X̄n ∧M)p)

1
q .

Arrivés là, si E((Xn)p) = +∞, il n’y a rien à démontrer. Sinon, en divisant les deux

côtés de l’inégalité précédente par E((X̄n ∧M)p)
1
q et en élevant à la puissance p, on en

déduit

E((X̄n ∧M)p) ≤
(

p

p− 1

)p

E((Xn)p).

Il suffit ensuite de laisser M → ∞, et d’appliquer le théorème de convergence mono-
tone.

Convergence p.s. et Lp d’une martingale. Si p > 1 et si (Xn) est une martin-
gale, si supn E(|Xn|p) = K <∞, alors (Xn) converge p.s. et dans Lp.

Preuve. On a E(X+
n )p ≤ E(|Xn|p) (Jensen, p > 1), et donc il existe X ∈ L1 telle

que Xn → X p.s..
La seconde conclusion de l’inégalité maximale précédente s’applique, et entrâıne que

E

(

( sup
1≤k≤n

|Xk|)p

)

≤
(

p

p− 1

)p

K.
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En faisant n → ∞, par convergence monotone des “sup”, il s’ensuit que sup |Xn| ∈ Lp.
Ensuite, on remarque que

|Xn −X |p ≤ (2 sup
n

|Xn|)p,

et donc par convergence dominée, E(|Xn −X |p) → 0.

11.7. Martingales renversées.
Une suite infinie . . . , X−2, X−1 est une martingale relativement à la filtration . . . ⊂

F−2 ⊂ F−1 si les définitions de martingale standard sont staisfaites pour n ≤ −1 ou
n < −1 si nécessaire.

Une telle suite s’appelle une martingale renversée.

Convergence des martingales renversées. Pour une martingale renversée,

lim
n→∞

X−n = X

existe presque sûrement, est intégrable, et satisfait E(X) = E(X−n) pour tout n ≥ 1. La
convergence a lieu aussi dans L1.

Preuve. La preuve est quasi identique à celle de la convergence des martingales
“directes” (cf. p. 96). Remarquons que l’hypothèse de martingale renversée entrâıne,
d’après p. 89, et Jensen conditionnelle, que

E(X+
−n) = E(E(X−1|F−n)+) ≤ E(E(X+

−1|Fn)) = E(X+
−1) < +∞,

et donc que le pendant, au cas présent, de l’hypothèse de finitude du sup des intégrales
de la page 96, est satisfait.

Notons X∗ et X∗ les limites inférieures et supérieures de la suite (X−n)n≥1. Notons
Un le nombre de t.a. de X−n, . . . , X−1 de l’intervalle [α, β].

On montre que (Un) converge en croissant vers supn Un qui est intégrable positive
entière. Le même argument permet de montrer que X∗ = X∗ P-p.s., et donc qu’il existe
X = limnX−n.

Ici la propriété de martingale permet d’envisagerX−n = E(X−1|F−n), et donc d’utiliser

l’équi-intégrabilité de (X−n) pour conclure que puisque X−n
L→ X , X ∈ L1 et X−n → X

dans L1 (cf. le second énoncé du §11.5.).

Corollaire. Si F1 ⊃ F2 ⊃ . . . ⊃ Fn ⊃ . . . est une suite décroissante de sous-σ-
algèbres, alors F0 = ∩nFn est une sous-σ-algèbre, et l’on note Fn ↓ F0.

Si Z ∈ L1 et si Fn ↓ F0, alors

E(Z|Fn) → E(Z|F0) P − p.s. et dans L1.
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Preuve. Si X−n = E(Z|Fn), alors (X−n) est une martingale renversée. Et donc il
existe X intégrable telle que

X = lim
n

E(Z|Fn) P − p.s..

Par décroissance des Fn, X est Fn-mesurable pour chaque n, et donc F0-mesurable.
Par équi-intégrabilité, si A ∈ F0,

∫

A
XdP = limn

∫

A
E(Z|Fn)dP = limn

∫

A
E(E(Z|Fn)|F0)dP

= limn

∫

A
E(Z|F0)dP =

∫

A
E(Z|F0)dP,

et donc X est une version de E(Z|F0).
La convergence L1 résulte de la propriété de martingale renversée.

Exercice : “une nouvelle preuve de la loi forte classique”.
Soit (Xi)i≥1 une suite i.i.d. dans L1. On pose Sn = X1 + . . . + Xn et Y−n = Sn

n ,
n ≥ 1. On note aussi

F−n = σ(Sn, Sn+1, . . . ) = σ(Sn, Xn+1, . . . ).

Montrer que si j, k ≤ n+ 1, E(Xj|F−n−1) = E(Xk|F−n−1).

En déduire que E(Xn+1|F−n−1) = Sn+1

n+1
.

En déduire que (Y−n,F−n)n≥1 est une martingale renversée et qu’elle converge.
En déduire une loi forte des grands nombres, en utilisant la loi 0 − 1 de Kolmogorov.

Exercice : “une martingale qui converge p.s. mais pas dans L1”.
Soit (Xn)n≥1 une suite i.i.d. telle que

P(Xn = 0) = P(Xn = 2) =
1

2
.

On note Zn =
∏n

k=1Xk, et on pose Fn = σ(X1, . . . , Xn).
a) Montrer que (Zn,Fn)n≥1 est une martingale, qui converge presque sûrement vers

une variable aléatoire Z∞ ∈ L1.
b) Montrer que Z∞ = 0 P-p.s..
c) En déduire que (Zn) ne converge pas vers Z∞ dans L1.
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Lois usuelles

I : Bernoulli : L(X) = B(1, p), Bernoulli de paramètre p, siX ∈ {0, 1} et P(X = 1) = p.
Espérance : p
Variance : p(1 − p)
Fonction caractéristique : 1 − p+ peit

II : binomiale : L(X) = B(n, p) si X ∈ {0, . . . , n} et P(X = i) = Ci
np

i(1−p)n−i. C’est
la loi de X1 + . . .+Xn, où chaque Xi suit B(1, p), et (Xi) indépendante.

Espérance : np
Variance : np(1 − p)
Fonction caractéristique : (1 − p+ peit)n

Stabilité par convolution : B(n, p) ? B(m, p) = B(n+m, p).

Limite : si L(Xn) = B(n, pn) et il existe λ ≥ 0 tel que npn → λ, alors Xn
L→ P(λ); si

Xn suit B(n, p), alors (Xn − np)
/ √

np(1 − p)
L→ N (0, 1).

III : Poisson : L(X) = P(λ) si P(X = k) = λke−λ/k!.
Espérance : λ
Variance : λ
Fonction caractéristique : exp(λ(eit − 1))
Stabilité par convolution : P(λ) ? P(β) = P(λ+ β).

Limite : si L(Xλ) = P(λ), (Xλ − λ)
/ √

λ
L→ N (0, 1).

IV : Multinomiale : L(X) = M(n, p1, . . . , pd) si p1 + . . .+ pd = 1, 0 ≤ pi ≤ 1, et si
n1 + . . .+ nd = n, alors P(X = (n1, . . . , nd)) = (n!)

/
(n1! . . . nd!).

Espérance : (np1, . . . , npd)
Covariance : cov(Xi, Xj) = −npipj si i 6= j
Variance : var(Xi) = npi(1 − pi)
Fonction caractéristique : (

∑

1≤j≤d pje
ipj )n

Si l’on dispose de n boules que l’on jette aléatoirement dans d bôıtes distinctes, chaque
boule ayant la probabilité pi d’aller dans la iième, les nombres (N1, . . . , Nd) de boules
dans les bôıtes 1, . . . , d suivent une loi M(n, p1, . . . , pd).

V : Hypergéométrique : L(X) = (N, n, p) si

P(X = k) =

{
(Ck

NpC
n−k
Nq )

/
Cn

N pour max(0, n−N(1 − p)) ≤ k ≤ min(n,Np);
0 sinon.

Espérance : np
Variance : np(1 − p)(N − n)

/
(N − 1)

Si on tire n boules sans remise dans une urne en contenant N , une proportion p étant
noires, 1 − p blanches, le nombre de boules noires tirées suit une loi (N, n, p).

VI : Binomiale Négative : L(X) si P(X = k) = Cn−1
n+k−1p

n(1 − p)k, k ∈ N.
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Espérance : np
/

(1 − p)

Variance : np
/

(1 − p)2

Fonction caractéristique : (p
/

(1 − qeit))n

Si (Xi)i≥1 est i.i.d., L(X1) = B(1, p), Xi représentant un succès si Xi = 1, le temps
du kième échec suit une loi binomiale négative de paramètres (n, p). Si n = 1, on parle
aussi de loi géométrique.

VII : Uniforme continue : L(X) = U[a,b] si PX a la densité (b− a)−11[a,b].
Espérance : (a+ b)/2
Variance : (b− a)2/12
Fonction caractéristique : (eitb − eita)/(it(b− a))

VIII : Paréto : L(X) est Paréto de paramètre p > 1 si PX a la densité (p−1)x−p1[1,+∞[.
Espérance : (p− 1)(p− 2) si p > 2
Variance : (p− 1)

/
((p− 3)(p− 2)2) si p > 3

IX : Gamma : L(X) = γ(p, θ) si PX a la densité θpe−θxxp−1Γ(p)−11[0,+∞[, où Γ(p) =
∫∞
0
e−θxxp−1.

Espérance : p/θ
Variance : p/θ2

Fonction caractéristique : (θ
/

(θ − it))p

Stabilité par convolution : γ(p, θ) ? γ(q, θ) = γ(p+ q, θ)

Limite : si (X − p)/
√
p

L→ N (0, 1) si p→ ∞ et L(X) = γ(p, 1)(:= γ(p)).

X : Béta : L(X) = β(p, q) est Paréto de paramètre p > 1 si PX a la densité xp−1(1 −
x)q−1Γ(p+ q)Γ(p)−1Γ(q)−11[0,1].

Espérance : p/(p+ q)
Variance : pq/(p+ q)2(p+ q + 1)
Stabilité : si X ⊥ Y et si L(X) = γ(p) et L(Y ) = γ(q), alors L(X/(X+Y )) = β(p, q),

et X/(X + Y ) est indépendante de X + Y .

XI : Laplace : L(X) est Laplace si PX a la densité e−|x|/2.
Espérance : 0
Variance : 1
Fonction caratérsitique : 1/(1 + t2)

XII : Cauchy : L(X) = C(α, β) si PX a la densité β
/

(π(β2 + (x− α)2).
Espérance :
Variance :
Fonction caractéristique : eitα−β|t|

XIII : Loi Normale : L(X) = N (a, A) si X = (X1, . . . , Xn), si A > 0, et PX a une

densité exp(− < A−1(x− a), x− a >)
/

((2π)n/2
√

det(A)).
Espérance : a
Variance-covariance : A
Fonction caractéristique : exp(i < a, t > −1

2 < At, t >2)
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Stabilité : N (a, A) ?N (b, B) = N (a+ b, A+B)

XIV : Chi-deux : L(X) = χ2(d)(= γ(d/2, 1/2)) (loi du chi-deux à d degrés de liberté)
si si PX a une densité x(d/2)−1e−x/2

/
(2d/2Γ(d/2))1[0,+∞[.

Espérance : d
Variance-covariance : 2d
Fonction caractéristique : 1

/
(1 − 2it)d/2

Stabilité : c’est la loi de la somme de d v.a.r. i.i.d. de loi N (0, 1)

XV : Student : L(X) = S(d) (loi de Student à d degrés de liberté) si si PX a une

densité Γ((d+ 1)/2)(1 + x2/d)−(d+1)/2
/

(
√
dΓ(d/2)Γ(1/2)).

Espérance : 0 si d > 1
Variance-covariance : d/(d− 2) si d > 2
Fonction caractéristique : si d = 1, c’est la loi de Cauchy C(0, 1)

Stabilité : c’est la loi de Y
/

(
√

Z/d) où Y ⊥ Z, L(Y ) = N (0, 1) et L(Z) = χ2(d).

XVI : exponentielle, exponentielle positive de paramètre λ : c’est une loi de
densité de la forme Ke−λ|x| sur la droite, ou Ke−λx1[0,+∞[(x) pour la positive.

Ses moments existent à tous les ordres, et ses paramètres sont faciles à calculer.
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Mathématiques

MM3 Probabilités

20 Novembre 2000, 9h-12h

Amphi Cassini

Polycopié et notes de cours autorisés, autres interdits.
Calculettes interdites.

Les trois exercices et le problème sont indépendants les uns des autres.
Les parties A,B et C du problème peuvent être abordées sans que les deux autres ne l’aient été.

Les réponses concises et suffisamment argumentées sont préférables.

TROIS EXERCICES.

Premier exercice.

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires réelles. On notem2 la mesure de Lebesgue
sur (R2,B(R2)), et m la mesure de Lebesgue sur (R,B(R)). On suppose que P(X,Y )<<m2,
et on note

dP(X,Y )

dm2
(x, y) = f(x, y)

sa densité.
1-1 : montrer que PX<<m et que PY <<m.
1-2 : exprimer dPX

dm (x) sous la forme d’une intégrale faisant intervenir f . Faire de

même en ce qui concerne dPY

dm
(y).

1-3 : soit A ∈ B(R2). On note Ay = {x ∈ R : (x, y) ∈ A}. On rappelle que m presque
sûrement en y, Ay ∈ B(R), et que y 7→ m(Ay) est mesurable, et que m2(A) =

∫
m(Ay)dy.

Soient µ et ν deux mesures de probabilités sur (R,B(R)), absolument continues rela-

tivement à la mesure de Lebesgue m. Montrer qu’alors µ⊗ ν<<m2, et déterminer d(µ⊗ν)
dm2

en fonction de dµ
dm et de dν

dm .
1-4 : en déduire une CNS pour que X⊥⊥Y , concernant la forme algébrique de f .
1-5 : on suppose que la loi d’un couple de v.a.r. (X, Y ), P(X,Y ), a une densité f(x, y) =
1

π(1+x2)
1

π(1+y2)
relativement à m2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Second exercice.

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires réelles tel que pour chaque A ∈ B(R2),

P((X, Y ) ∈ A) =
∑

n≥1

1

2n+1
1A(n, n) + C

∫

A

(1 − x2y2)1[0,1]2(x, y)dm2(x, y),
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où C est une constante positive.
2-1 : calculer C.
2-2 : déterminer PX , puis PY sans calcul supplémentaire.
2-3 : déterminer la décomposition de Lebesgue de PX relativement à m.
2-4 : X et Y sont-elles indépendantes ?
2-5 : montrer que X est intégrable et calculer E(X).

Troisième exercice.

Soit (An)n≥1 une suite d’évènements mesurables d’un espace probabilisé (Ω,B,P),
telle que P(A1) > 0. On note

Nn = 1A1
+ . . .+ 1An

, et θn =

∑

j,k≤n P(Aj ∩ Ak)
(
∑

k≤n P(Ak)
)2 , n ≥ 1.

3-1 : montrer que lim supnAn = {limn ↑ Nn = +∞}.
3-2 : on note pk = P(Ak) et mn = p1 + . . .+ pn. Calculer V ar(Nn) en fonction de θn

et de mn.
3-3 : soit x ∈ R tel que mn > x. Montrer que P(Nn ≤ x) ≤ P(|Nn −mn| ≥ mn − x),

et en déduire que P(Nn ≤ x) ≤ (θn−1)m2
n

(mn−x)2
.

3-4 : on suppose désormais que
∑

n pn = +∞, et que lim infn θn ≤ 1. Montrer
qu’alors quel que soit x ∈ R, lim infn P(Nn ≤ x) = 0.

3-5 : montrer que P(supk Nk ≤ x) ≤ P(Nn ≤ x). En déduire que P(lim supnAn) = 1.
3-6 : déduire de ce qui précède que le second Lemme de Borel-Cantelli est encore

valable si l’on suppose les Ai deux à deux indépendants.

PROBLÈME : GRANDES DÉVIATIONS.

A : préliminaires.

Soit Y une v.a.r. simple prenant les valeurs yj avec les probabilités pj . On note
MY (t) = E(etY ) sa fonction génératrice des moments. Nous supposons dans cette partie
que

E(Y ) < 0, P(Y > 0) > 0.

a : montrer que M ′
Y (0) < 0, après en avoir justifié l’existence. Montrer aussi que

lim+∞MY (t) = +∞, que MY est une fonction convexe de t, et que MY (0) = 1.
En déduire l’existence de τ > 0 et 0 < ρ < 1 tels que MY (τ) = inftMY (t) = ρ.
b : soit Z une v.a.r. simple prenant les mêmes valeurs que Y et telle que P(Z = yj) =

eτyj

ρ
P(Y = yj). Montrer que







MZ(t) = MY (t+τ)
ρ ;

E(Z) =
M ′

Y (τ)
ρ

= 0;

s2 := E(Z2) =
M ′′

Y (τ)
ρ > 0.
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c : montrer que pour chaque t ≥ 0, P(Y ≥ 0) ≤M(t), et en déduire que P(Y ≥ 0) ≤ ρ.
d : notons Σ′ la somme sur les indices j tels que yj ≥ 0. Montrer que P(Y ≥ 0) =

Σ′pj = ρ (Σ′e−τyj P(Z = yj)). Poser P(Y ≥ 0) = ρe−θ, et P(Z ≥ 0) = p. Montrer que
θ ≥ 0. Justifier les égalités et inégalités suivantes (“ln” est concave) :

−θ = ln
(

Σ′e−τyj P(Z=yj)
p

)

+ ln p

≥
(

Σ′(−τyj)
P(Z=yj)

p

)

+ ln p

= −τs
p

(
Σ′ yj

s
P(Z = yj)

)
+ ln p.

e : utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour montrer que Σ′ yj

s P(Z = yj) ≤ 1.
f : montrer que

0 ≤ θ ≤ τs

P(Z ≥ 0)
− lnP(Z ≥ 0). (?)

g : soit W une v.a.r. telle que E(|W |4) <∞. Supposons que E(W ) = 0, l2 = E(W 2),
et que E(W 4) = ξ4 > 0. Posons q = P(W ≥ 0).

g1 : poser W+ = W1W≥0 et W− = −W1W<0. Montrer que E((W+)2) ≤ √
qξ2.

g2 : avec les exposants ( 3
2 , 3), utiliser l’inégalité de Hölder pour montrer que

E((W−)2) ≤ E(W−)
2
3 ξ

4
3 .

g3 : utiliser l’inégalité de Hölder pour les exposants (4, 4
3 ) pour montrer que

E(W−) ≤ q
3
4 ξ.

g4 : utiliser g1-3 et l2 = E((W−)2) + E((W+)2), pour montrer que

P(W ≥ 0) ≥ l4

4ξ4
. (??)

B : Théorème de Chernoff.

Soit (Xn)n≥1 une suite i.i.d. de v.a.r. simples, telle que E(X1) < 0, P(X1 > 0) > 0.
On note M(t) = MX1

(t). D’après A, il existe τ > 0 et 0 < ρ < 1 tels que ρ = M(τ) =
infM(t). On pose Yn = X1 + . . .+Xn, et Mn(t) = MYn

(t), n ≥ 1.
h : montrer que E(Yn) < 0 et P(Yn > 0) > 0. En déduire que infMn(t) = M(τ)n = ρn.
i : soit Sn l’analogue de la v.a.r. Z de la partie A, associée ici à Yn. Montrer que

MSn
(t) =

(
M(t+τ)

ρ

)n

.

j : soit Zj l’analogue de la v.a.r. Z de la partie A, associée ici à Xj. Alors E(Zj) = 0,

E(Z2
j ) := σ2 > 0, notons ξ4 = E(Z4

j ) > 0, et MZ1
(t) = M(t+τ)

ρ .

Montrer que l’on peut supposer la suite (Zj) indépendante, et qu’en posant Vn =
Z1 + . . .+ Zn, alors MVn

= MSn
.

k : en déduire que E(Sn) = 0, E(S2
n) = nσ2, et que ξ4n = E(S4

n) = nξ4 + 3n(n− 1)σ4.

l : en déduire qu’il existe α > 0 tel que pour chaque n ≥ 1,
s4

n

4ξ4
n
≥ α.
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m : avec (?) et (??), en déduire l’existence d’un réel θn tel que P(Yn ≥ 0) = ρne−θn

et

0 ≤ θn ≤ τσ
√
n

α
− lnα.

n : en déduire le théorème de Chernoff, à savoir

∣
∣
∣
∣

1

n
lnP(X1 + . . .+Xn ≥ 0) − ln ρ

∣
∣
∣
∣
= O(

1√
n

). (? ? ?)

C : application

On se donne les mêmes notations que dans la partie B, avec en outre X1 telle que
P(X1 = −1) = P(X1 = 1) = 1

2 .
o : montrer que P(Yn ≥ nβ) → 0 lorsque n → ∞ si β > 0 (on pourra distinguer les

cas β < 1, β = 1, et β > 1).
p : montrer que pour 1 ≥ β > 0,

lim
n

1

n
ln P(Yn ≥ nβ) = ln

(

(1 − β)
(β−1)

2

(1 + β)
(β+1)

2

)

.
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Mathématiques

MM3 Probabilités

26 Janvier 2001, 13h30–17h30

Polycopié et notes de cours autorisés, autres interdits. Calculettes interdites.
Les six exercices sont indépendants les uns des autres.

Une argumentation minimale est impérative.

Premier exercice.
“Une formule d’inversion de la transformée de Laplace”.

a) Soit θ, λ > 0 et supposons que la loi de la variable Xλ soit une loi de Poisson

de paramètre λθ, L(Xλ) = P(λθ). Montrer que Xλ−λθ
λ

P→ 0 si λ→ ∞. En déduire
que

lim
λ→∞

e−λθ
∑

k≤λx

(λθ)k

k!
=

{
0 si θ > x;
1 si θ < x.

b) Soit P une loi de probabilité sur (R,B(R)), portée par R+, et telle que pour

chaque n ≥ 1,
∫∞
0
xndP(x) < +∞. Notons L(t) :=

∫∞
0
e−txdP(x) sa transformée

de Laplace. Montrer que L : [0,+∞[→ [0,+∞[ est bien définie, indéfiniment
dérivable, et calculer L(k)(t) pour t ≥ 0 et k ≥ 0.

c) Déduire des questions précédentes que

lim
λ→∞

∑

k≤λx

(−1)k

k!
λkL(k)(λ) = FP(x),

en tout point de continuité x de FP.

Second exercice.
“Espérance conditionnelle et projecteurs L2”.

Soit (Ω,B,P) un espace probabilisé, et soit D ⊂ B une sous-σ-algèbre. On note L2(D)
l’ensemble défini par

L2(D) = {X ∈ L2(B) : X est D-mesurable}.

On note aussi

L2(D) = {X̄ ∈ L2(B) : ∃X ∈ X̄ ∩ L2(D)},

où X̄ = {Y : X = Y P − p.s.} est la classe d’équivalence de X modulo P.
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a) Montrer que L2(D) est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace de Hilbert

(L2(B), ‖ ‖2).

b) Montrer que si X ∈ L2(B), alors E(X |D) ∈ L2(D).

c) Montrer que si Z ∈ L2(D), alors

E(Z(X − E(X |D)) = 0.

d) On rappelle que si (H, ‖ ‖) est un espace de Hilbert, avec un produit scalaire

noté < h, h′ > (et donc ||h|| =
√
< h, h >) et si K ⊂ H est un sous-espace vecto-

riel fermé, alors le projecteur orthogonal pK : H → K est l’application linéaire
continue définie par l’identité

pK(x) = x̃⇔ ||x− x̃|| = min{||x− k|| : k ∈ K} ⇔ ∀k ∈ K, < x− x̃, k >= 0.

On rappelle aussi que dans L2(B), < X̄, Ȳ >= E(XY ).
Montrer que

E(X |D) = pL2(D)(X̄),

autrement dit que pour les variables L2, l’espérance conditionnelle relativement à
D cöıncide avec la projection orthogonale de L2(B) sur L2(D), modulo P.

e) Applications : avec les mêmes hypothèses, on suppose que C ⊂ D est une

troisième sous-σ-algèbre.

e1) Montrer que

E((X − E(X |D))2) + E((E(X |C) − E(X |D))2) = E((X − E(X |C)2)

(on pourra remarquer que L2(C) ⊂ L2(D) ⊂ L2(B)).
On choisit C = {∅,Ω}. On pose var(X |D) := E(X2|D) − E(X |D)2.

Montrer que

var(X) = E(var(X |D)) + var(E(X |D)).

e2) Montrer que si X, Y ∈ L2 sont deux variables aléatoires telles que

E(Y |D) = X , et que E(X2) = E(Y 2), alors X = Y P-p.s..

Troisième exercice.
“Quelques martingales ? ”.

Soit X1, X2, . . . une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi. On
considère la filtration naturelle Gn = σ(X1, ...Xn). Lesquels des processus suivants sont
des martingales par rapport à (Gn, n ≥ 1) (discuter selon les valeurs de λ et les paramètres
de X1) ?

a) Sn = X1 + . . .+Xn si E|X1| est finie, n ≥ 1.
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b) X2
1 + . . .+X2

n − nλ si E|X1|2 est finie et λ est réel, n ≥ 1.

c) e(αSn−nλ) si E(eαX1) est finie pour tout α ∈ R, n ≥ 1.

d) Yn =
∏n

k=1Xk si X1 ∈ L∞, n ≥ 1.

Quatrième exercice.
“Marche aléatoire”.

Le temps t est un entier positif ou nul. Un individu déambule “aléatoirement” sur Z,
en partant de 0 à l’instant initial 0. On suppose qu’à l’instant n, si sa position est Sn,
sa position à l’instant n+ 1 sera Sn +Xn+1 = Sn+1, où (Xn)n≥1 est une suite i.i.d. de
variables telles que

P(Xn = 1) = p, P(Xn = −1) = 1 − p,

et 0 < p < 1 est un paramètre fixé du problème. Nous nous proposons d’étudier
l’ensemble

R = {ω : #{n : Sn(ω) = 0} = +∞},
c’est à dire l’ensemble des marches ou déambulations qui reviennent une infinité de fois
à l’origine.

a) Exprimer Sn à l’aide des Xp pour n ≥ 1, et en déduire que (Sn

n
) converge

presque sûrement, vers une limite que l’on précisera.

b) Montrer que P(R) = 0 si p 6= 1
2
.

c) On suppose désormais que p = 1
2 .

c1) Pour tout k ≥ 0, on pose Zk = (S2k+1 − S2k)
/ √

2k. Montrer que

Zk a la même loi que S2k

/ √
2k, et en déduire, à l’aide du théorème limite

centrale, que pour tout réel M ,
∑

k

P(Zk ≥M) = +∞.

c2) En déduire que pour tout réel M , P(supk Zk ≥ M) = 1, puis que

P(supk |Zk| = +∞) = 1. En déduire que

P(sup
n

∣
∣
∣
∣

Sn√
n

∣
∣
∣
∣
= +∞) = 1.

c3) Utiliser la loi 0 − 1 de Kolmogorov pour montrer que l’évènement

B+ = {supn
Sn√

n
= +∞} a une probabilité nulle ou pleine. Démontrer que

P(B+) = P(B−), où B− = {infn
Sn√

n
= −∞}. Utiliser c2) pour en conclure

que
P(B+) = P(B−) = 1.

c4) Conclure en montrant que P(R) = 1, autrement dit que la marche

aléatoire simple symétrique revient presque sûrement une infinité de fois en
0.
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Cinquième exercice.
“Un calcul de loi conditionnelle”.

Soit (X, Y ) un couple de v.a.r., de loi sur (R2,B(R2)) décrite par

P(X,Y )(A) = P((X, Y ) ∈ A) =
∑

n≥1

cn

∫

A

xn1[0,1](x)dm⊗ dδn(x, y),

où (cn)n≥1 est une suite de constantes positives, m désigne la mesure de Lebesgue sur
(R,B(R)), et δn désigne la mesure de Dirac en n (δn(B) = 1B(n), B ∈ B(R)).

a) Montrer que P(X,Y ) est portée par ∪n≥1([0, 1]× {n}).
b) Exhiber une suite (cn)n≥1 de réels strictement positifs pour laquelle la loi

décrite ci-dessus est effectivement une loi de probabilité.

c) Montrer que PX<<m, et calculer dPX

dm . Montrer que X a des moments de tous

ordres.
d) Décrire une version régulière de la loi de X sachant Y , PX(·|Y ).

e) Calculer E(X2|Y ).

Sixième exercice.
“Quelques petites questions”.

a) Soit X1, X2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi.

Montrer que Xn

n → 0 p.s. lorsque n→ ∞ si et seulement si E|X1| <∞.

Montrer que Xn

n

P→ 0 lorsque n→ ∞.

b) Soit Y1, Y2, ... une suite de variables aléatoires suivant une loi de Poisson de

paramètre λ > 0.
Montrer que Yn√

n
→ 0 p.s. lorsque n→ ∞.

c) Soit (Yi)i≥1 une suite de v.a.r. i.i.d. dans L2, de moyenne µ et de variance

σ2. Soit N une variable aléatoire L2, indépendante de la suite (Yi), et prenant des
valeurs entières positives. On pose

X = Y1 + . . .+ YN .

Montrer que X ∈ L2 et que

var(X) = σ2E(N) + µ2var(N).

d) Soient Z une v.a. L1 centrée et c > 0 tels que P(|Z| ≤ c) = 1. Soit ε > 0.

Montrer que

1 − (ε+ c)2

var(Z)
≤ P(|Z| ≥ ε).
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Mathématiques

MM3 Probabilités

5 Septembre 2001, 9h – 13h

Polycopié et notes de cours autorisés, autres interdits. Calculettes interdites.
Une argumentation minimale est impérative.

Dans tout ce qui suit (Ω,B,P) désigne un espace probabilisé.

Premier exercice.
“Espérance conditionnelle”.

a) : on choisit (Ω,B,P) = ([0, 1],B, m) où m désigne la mesure de Lebesgue et B la

tribu borélienne. On pose

{
X = 1[0, 12 [,

Y = 1
3
1[0, 13 [ + 1

2
1[ 13 , 23 [ + 1[ 23 ,1].

Déterminer la loi du couple (X, Y ). Déterminer E(X |Y ) et E(Y |X).

b) : soit (X, Y ) un couple de var tel que X > 0, Y ≥ 0 et

P((X = k et Y ≤ t) = C
1 − e−k2t

k2
, k > 0, t ∈ R+.

Calculer E(X |Y ) et E(Y |X).

Second exercice.
“Loi de Poisson - Loi géométrique”.

a) : soient X et Y deux var indépendantes de lois de Poisson de paramètres respectifs

λ et β. Montrer que L(X + Y ) = P(λ + β). Puis montrer que L(X |X + Y = n) est
binomiale, et en déterminer les paramètres.

b) : si X est une var de loi géométrique, à valeurs dans N, montrer que quels que soient

k ≥ 1 et n ≥ 0,
P(X = n+ k|X ≥ n) = P(X = k).

Pourquoi appelle-t-on cette propriété la propriété d’“absence de mémoire” ?
Existe-t-il une autre distribution sur N ayant cette propriété ?

Troisième exercice.
“Convergences”.

a) : mettons que les catastrophes se produisent aux temps T1, . . . , Tn, . . . , où Tn =

X1 + . . .+Xn, et la suite (Xi)i≥1 est une suite i.i.d. de var positives.
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Soit N(t) = max{n : Tn ≤ t}, le nombre de catastrophes déjà produites au temps t.
Montrer que si E(X1) <∞, alors N(t) → ∞ et N(t)/t→ 1/E(X1) P-p.s..

b) : soit (un)n≥1 une suite dans ]0, 1/2[. Soit (Xn)n≥1 une suite indépendante de var

telle que Xn suive la loi définie par

P(Xn = 0) = 1 − un et P(Xn = 1/un) = un.

Montrer qu’alors

b1) : E(Xn) = 1;

b2) : Xn
P→ 0 si et seulement si un → 0;

b3) : Xn
p.s.→ 0 si et seulement si

∑

n≥1 un <∞.

On remarque que dans le cas b3), n−1(
∑n

k=1Xk) → 0 P-p.s., mais que E(X1) = 1.

c) : soit (Xn)n≥1 une suite de var iid dans L2. On pose m = E(X1) et σ2 = var(X1).

Pour n ≥ 2, on pose

Yn =
1

n

n∑

k=1

Xk et Zn =
1

n− 1

n∑

k=1

(Xk − Yn)2.

c1) : calculer E(Zn);

c2) : montrer que Zn
p.s→ σ2 lorsque n→ ∞.

d) : soit (Xi)i≥1 une suite i.i.d. de var à valeurs dans Z, d’espérance finie.

On pose S0 = 0 et Sn = X1 + . . . + Xn, n ≥ 1. Montrer que si E(X1) 6= 0, alors
P(lim sup{Sn = 0}) = 0.

Quatrième exercice.
“Martingales”.

Démontrer ou donner un contre-exemple :

a) : si (Mn;n ≥ 1) est une sous-martingale alors (M2
n;n ≥ 1) est une sous-martingale.

b) : si (Mn;n ≥ 1) est une sous-martingale positive et t > 0, alors

P
(

max
1≤j≤n

Mj > x
)
≤ e−txE(etMn).

Cinquième exercice.
“Loi de Cauchy”.

Soit (Xn)n≥1 une suite de var iid de loi commune la loi de Cauchy de paramètre a > 0
(densité ca(x) = 1

π
a

a2+x2 , x ∈ R).

a) : montrer que 1
n

∑n
k=1Xk diverge presque sûrement.

b) : montrer que si x > 0, P( 1
n maxk≤nXk ≤ x) → e−a

/
πx.
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Sixième exercice.
“Convergence p.s. et convergence en probabilité”.

Soient (Zk)k≥1 et Z des var. Soit ε > 0 et notons

An,m(ε) = {|Zk − Z| < ε : n ≤ k ≤ m}.

a) : montrer que Zk → Z P-p.s. si et seulement si pour tout ε > 0,

lim
n

lim
m

P(An,m(ε)) = 1.

b) : montrer que Zk → Z en probabilité si et seulement si limn P(An,n(ε)) = 1 pour
tout ε > 0.
c) : trouver (Zk)k≥1 et Z telles que Zk → Z en probabilité mais pas presque sûrement.

Septième exercice.
“Intégration des var”.

a) : soient X et Y deux var positives, telles que E(X) = +∞ et E(Y ) = 0. Sont-elles

indépendantes ? A quelle condition de convention sur “+∞ × 0” la formule E(XY ) =
E(X)E(Y ) reste-elle valable ?

b) : soientX et Y deux var indépendantes. Soit f : R2 → R+ borélienne. Notons g(x) =

E(f(x, Y )), x ∈ R. Montrer que E(g(X)) = E(f(X, Y )). Montrer plus généralement que
∫

X∈A
g(X)dP =

∫

X∈A
f(X, Y )dP.
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Mathématiques

MM3 Probabilités

15 Novembre 2001, 8h30–11h30

Salle H26

Polycopié de cours autorisé, autres documents interdits.

Calculettes interdites.

Les exercices sont indépendants les uns des autres.

La clarté, tant en matière de présentation que d’argumentation, est indispensable.

Premier exercice.
Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires réelles. On notem2 la mesure de Lebesgue

sur (R2,B(R2)), et m la mesure de Lebesgue sur (R,B(R)). On note δn(B) = 1B(n) pour
n ∈ N∗ et B ∈ B(R). On suppose que si A ∈ B(R2),

P(X,Y )(A) = C
∑

n≥1

1

2n

∫

1A(x, y)1[0,1](y)y
nd(δn ⊗m)(x, y),

où C est une constante positive.
1-1 : calculer C.
1-2 : déterminer la décomposition de Lebesgue de P(X,Y ) relativement à m2.
1-3 : déterminer PX , PY , et leurs décompositions de Lebesgue respectives relativement

à m.
1-4 : X et Y sont elles indépendantes ?
1-5 : calculer, après en avoir justifié l’existence, la valeur de E(XY ).

Second exercice.
Soient (Xn)n≥1 et X des variables aléatoires.
2-1 : montrer que si f : R → R est continue et que si Xn → X P-p.s., alors f(Xn) →

f(X) P-p.s..
2-2 : montrer que si Xn, X ∈ L1(P), alors E(|Xn −X |) → 0 entrâıne que Xn → X en

probabilités.
2-3 : exhiber un contre-exemple à la réciproque naturelle de 2-2.
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Troisième exercice.
SoientX, Y deux variables aléatoires réelles, indépendantes, ayant chacune une densité

relativement à m la mesure de Lebesgue sur R : notons f(x) = dPX

/
dm(x) et g(y) =

dPY

/
dm(y) ces densités.

3-1 : montrer que PX+Y <<m et exprimer dPX+Y

dm (t) en fonction de f et g.
3-2 : en déduire L(X + Y ) si L(X) = N (0, σ) et L(Y ) = N (0, τ).

Quatrième exercice

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles. Montrer que la suite (Xn)n≥1

est indépendante si et seulement si pour chaque n, σ(X1, . . . , Xn−1) et σ(Xn) le sont.

Cinquième exercice.

Soit X une variable aléatoire réelle, telle que P(X > 0) = 1, et ayant une densité f
relativement à la mesure de Lebesgue sur la droite.

Montrer que 1
X a une densité, et la calculer.

Sixième exercice.
Soit (Xn)n≥1 une suite indépendante de variables aléatoires réelles, et soit Y une

variable aléatoire réelle, qui soit σ(Xn, Xn+1, . . . ) mesurable, pour chaque n ≥ 1.
Montrer qu’il existe une constante a ∈ R telle que P(Y = a) = 1.

Septième exercice.
Supposons que X est une variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition FX

est continue et strictement croissante.
Quelle est alors la loi de FX ◦X ?

Huitième exercice.
Soit (Ω,B) un espace mesurable, et soient µ et ν deux mesures de probabilités sur

(Ω,B).
On dit que µ et ν sont équivalentes, noté µ ≡ ν, si à la fois ν<<µ et µ<<ν. Montrer

qu’alors

dν

dµ
= 1 dµ

dν >0

(
dµ

dν

)−1

.

Neuvième exercice.
Soit X une variable aléatoire réelle de loi PX = N (0, 1). Notons, pour A ∈ B(R),

PX|X∈[0,1](A) =
PX(A ∩ [0, 1])

PX([0, 1])
.

9-1 : montrer que PX|X∈[0,1] est une probabilité sur (R,B(R)).

9-2 : montrer que PX|X∈[0,1]<<PX , et déterminer une version de
dPX|X∈[0,1]

dPX
.

9-3 : a-t-on PX|X∈[0,1] ≡ PX au sens de l’exercice huit, ou pas ? Justifier.
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Tout document interdit, calculettes interdites.

Les exercices 2,3,4,5,6 ne sont pas indépendants les uns des autres.
On pourra toutefois admettre les résultats de questions non traitées.

La clarté, tant en matière de présentation que d’argumentation, est indispensable.
Notamment, le détail concernant les “O” est éxigé.

Premier exercice : augmenter une tribu.
Soit Ω un ensemble, et B une tribu de parties de Ω. Montrer que si H ⊂ Ω,

σ(B ∪ {H}) = {(A ∩H) ∪ (B ∩Hc) : A,B ∈ B}.

Second exercice : éléments d’une algèbre.

Soit A ⊂ P(Ω). On note a(A) l’intersection des algèbres de parties de Ω qui contien-
nent A.

2-1 : montrer que a(A) est une algèbre qui contient A, et que parmi celles qui la
contiennent, c’est, au sens de l’inclusion, la plus petite.

2-2 : montrer que si A 6= ∅, les éléments de a(A) sont de la forme

∪m
i=1

(
∩ni

j=1Ai,j

)
,

où l’union est disjointe, et pour chaque i et j, Ai,j ou Ac
i,j est dans A (autrement dit

que les éléments de a(A) sont les unions d’atomes des partitions engendrées par des
collections finies d’éléments de A).

Troisième exercice : formule d’inclusion - exclusion.
Soit A une algèbre de parties de Ω, et soit P : A → [0, 1] une fonction additive (non

nécessairement σ-additive). Montrer par récurrence sur n que si A1, . . . , An ∈ A, alors

P(∪n
i=1Ai) =

∑

i

P(Ai)−
∑

i<j

P(Ai∩Aj)+
∑

i<j<k

P(Ai∩Aj∩Ak)+ . . .+(−1)n+1P(∩n
i=1Ai).
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Quatrième exercice : densités et formule d’Euler.

Désormais Ω = N∗ = {1, 2, ...}, et B = P(Ω). Pour n ≥ 1, on note Pn la probabilité
définie sur (Ω,B) par

Pn(A) =
1

n
Card(A ∩ {1, . . . , n}).

Pour A ∈ B, on note D(A) = limn Pn(A), si la limite existe. On appelle la limite la
densité de A, et on note D l’ensemble des A qui ont une densité.

4-1 : donner un exemple d’un A ayant une densité, et d’un autre n’en ayant pas.

4-2 : montrer que D est stable par unions finies disjointes, et que D : D → [0, 1] est
additive mais pas σ-additive.

4-3 : montrer les propriétés suivantes :







a) : ∅,Ω ∈ D;
b) : A ∈ D ⇒ Ac ∈ D;
c) : A,B ∈ D, A ⊂ B ⇒ B \A ∈ D.

4-4 : montrer que D n’est pas stable par unions dénombrables disjointes.
4-5 : soit a ≥ 1, et notons Ma = {ma : m ≥ 1}. Soit M = {Ma : a ≥ 1}.

4-5-1 : montrer que Ma ∈ D et calculer D(Ma).

4-5-2 : avec les notations du second exercice, montrer que a(M) ⊂ D, et que
D sur a(M) est entièrement déterminée par les valeurs D(Ma) (Indication : on pourra
montrer que si a ∨ b = ppcm(a, b), alors Ma ∩Mb = Ma∨b. Puis en notant Ns la classe
des ensembles de la forme Ma ∩M c

b1
∩ . . . ∩M c

bs
, montrer que “Ns+1 = Ns \ Ns”, puis

conclure par induction sur s).
4-5-3 : on note φ(n) la fonction d’Euler : φ(n) désigne le nombre d’entiers

inférieurs à l’entier positif n et premiers à n. Soient p1, . . . , pr les diviseurs premiers de
n. Montrer, à l’aide de la formule d’inclusion - exclusion du troisième exercice, que

φ(n)

n
=

r∏

i=1

(

1 − 1

pi

)

.

Cinquième exercice : puissance des facteurs premiers.

Pour un entier m ≥ 1 et un nombre premier p, on note αp(m) la puissance exacte
à laquelle p apparâıt dans la décomposition de m en facteurs premiers. On désignera
toujours par p un nombre premier : on a donc

m =
∏

p

pαp(m).

Notons encore δp(m) = 1 si p|m, 0 sinon. Enfin, [x] désigne la partie entière de x.
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5-1 : soient p1, . . . , pu des entiers premiers distincts. Montrer que







i) : Pn(αpi
≥ ki : i ≤ u) = 1

n

[

n

p
k1
1 ...pku

u

]

→ 1

p
k1
1 ...pku

u

;

ii) : Pn(αpi
= ki : i ≤ u) →∏u

i=1

(

1

p
ki
i

− 1

p
ki+1

i

)

;

iii) : Pn(δpi
= 1 : i ≤ u) = 1

n

[
n

p1...pu

]

→ 1
p1...pu

.

5-2 : montrer que si X est une v.a.r. prenant des valeurs entières positives ou nulles,
alors intégrable ou pas,

E(X) =
∑

n≥1

P(X ≥ n). (E)

5-3 : soit f : Ω → R. On note, si n ∈ Ω,

En(f) =
1

n

n∑

m=1

f(m) =

∫

Ω

f(ω)dPn(ω).

Montrer avec (E) que

En(αp) =
∑

k≥1

1

n

[
n

pk

]

→ 1

p− 1
.

Sixième exercice : un petit théorème des nombres premiers.

Rappelons la formule de Stirling (polycopié p. 73)

n! ˜
√

2πn
(n

e

)n

. (S)

6-1 : utiliser (S) pour montrer que En(log) = log n+ O(1).
6-2 : montrer (cf. 5-2) que En(αp) ≤ 2

p
. En utilisant la relation logm =

∑

p αp(m) log p,

et 6-1, en déduire que
∑

p
log p

p = +∞, et donc qu’il existe une infinité de nombres pre-

miers!
6-3 : notons log∗m =

∑

p δp(m) log p. Montrer que En(αp − δp) ≤ ∑

k≥2
1
pk (on

pourra utiliser 5-1 et (E)). En déduire que

En(log∗) =
∑

p

1

n

[
n

p

]

log p = logn+ O(1), (F1)

et donc que

E2n(log∗) − En(log∗) = O(1).
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6-4 : montrer que
[

2n
p

]

− 2
[

n
p

]

≥ 0 et vaut 1 si n < p ≤ 2n. En déduire, avec 6-3,
que

∑

n<p≤2n

log p ≤ 2n(E2n(log∗) − En(log∗)) = O(n).

En déduire, en découpant l’intervalle [1, n] à l’aide de puissances entières de 2, que
∑

p≤n

log p = O(n). (F2)

6-5 : utiliser (F1 − 2) pour montrer que

∑

p≤x

log p

p
= log x+ O(1). (F3)

6-6 : on note A(x) ≈ B(x) pour A,B > 0 en x au voisinnage de +∞, si il existe

0 < α < β tels que α ≤ A(x)
B(x)

≤ β pour x assez grand.

Soit alors K > 0 tel que |O(1)| ≤ K, où O(1) apparâıt dans (F3). Montrer qu’alors,
avec (F3), pour un θ > 0 bien choisi, et pour x assez grand,

∑

p≤x

log p ≥ θx(log
1

θ
− 2K).

En déduire que
∑

p≤x

log p ≈ x. (F4)

6-7 : on note π(x) = Card{p : p ≤ x}. Remarquer que

∑

p≤x

log p

log x
≤ π(x) ≤

∑

p≤√
x

1 +
∑

√
x<p≤x

log p

log
√
x
≤ √

x+
2

log x

∑

p≤x

log p,

et en déduire que

π(x) ≈ x

log x
. (F5)

Remarque culturelle : le Théorème des Nombres Premiers affirme en fait que

lim
x→+∞

π(x) logx

x
= 1,

ce qui est plus fin que (F5).
6-8 : on rappelle (intégrales de Bertrand pour ceux qui ne l’auraient jamais vu) que

∑

r≥1
1

r log r
= +∞. Noter pr le rième nombre premier, et calculer π(pr). Utiliser ensuite

(F5) pour montrer que
∑

p

1

p
= +∞.
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UPJV, Mâıtrise de Mathématiques Année universitaire 2001/2002
Session de Septembre Module MM3 (Probabilités)
Lundi 2 Septembre 2002 14h–18h

Tous documents autorisés, calculettes aussi.
E-mail, wap et communications téléphoniques interdits.

Le symbole “
L→” désigne la convergence en loi, et “P” une probabilité.

(Ω,B,P) désignera l’espace probabilisé commun à toutes les variables aléatoires de ce sujet.

Les exercices sont indépendants les uns des autres, sauf les deux premiers.

Le sujet étant court, les réponses devront être précises...!

Premier exercice : classements et records.
Soit (Xi)i≥1 une suite de v.a.r. i.i.d. de loi commune ne présentant pas de charge

ponctuelle (sans atome, i.e. continue). Soit B l’événement

B = {ω ∈ Ω : ∃m 6= n : Xn(ω) = Xm(ω)}.

I-1: montrer que P(B) = 0.
On retire B de Ω, ce qui rend les égalités impossibles, tout en laissant inchangée la loi

de la suite (Xn)n≥1.

On note T (n)(ω) = (T
(n)
1 (ω), . . . , T

(n)
n (ω)) la permutation (t1, . . . , tn) de l’ensemble

{1, . . . n} qui est telle que Xt1(ω) < Xt2(ω) < . . . < Xtn
(ω). La variable T (n) enregistre

donc le classement parmi {X1, . . . , Xn}.
On note Yn le rang de Xn dans ce classement : autrement dit, Yn ∈ {1, . . . , n} et

Yn(ω) = r si et seulement si T
(n)
r (ω) = n.

I-2: montrer que T (n) est uniformément distribué sur l’ensemble des n! permutations de
{1, . . . , n}.
I-3: montrer que P(Yn = r) = 1

n , pour chaque 1 ≤ r ≤ n.

I-4: montrer que Yk est σ(T (n)) mesurable pour chaque k ≤ n.
I-5: montrer que la suite (Yj)j≥1 est indépendante.

Deuxième exercice : records.
Soit (Xi)i≥1 une suite de v.a.r. i.i.d. de loi commune continue. On noteAn l’événement

An = { max
1≤k<n

Xk < Xn}.

L’événement An modélise l’événement “un record a eu lieu au temps n”.
II-1: montrer que la suite (Al)l≥1 est indépendante et que P(An) = 1

n .
II-2: montrer qu’un record ne dure jamais éternellement.
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Troisième exercice : convergence faible.
III-1: on suppose que des v.a.r. Xn et X , n ≥ 1, ont des lois de densités respectives fn

et f relativement à la mesure de Lebesgue sur la droite R. Montrer que si fn(x) → f(x)

sauf pour x dans un ensemble Lebesgue négligeable, alors Xn
L→ X .

III-2: on suppose qu’une suite de mesures de probabilités (µn)n≥1 sur la droite est telle
qu’il existe f : R → R+ borélienne et telle que limx→±∞ f(x) = +∞. Montrer que si
supn

∫
fdµn < +∞, alors la suite (µn)n≥1 est tendue.

Quatrième exercice : TCL pour une somme aléatoire.

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.r. i.i.d. centrées et de variance σ2 > 0. On note Sn =
X1 + . . .+Xn, n ≥ 1. Pour chaque entier positif t, on suppose qu’il existe une variable
aléatoire νt prenant des valeurs entières positives, non nécessairement indépendante des
Xn. On suppose qu’il existe des constantes positives at et Θ telles que

lim
t→+∞

at = +∞ et
νt

at

L→
t→+∞

Θ.

Le but de ce problème est de montrer que

Sνt

σ
√
νt

L→
t→∞

N , et que
Sνt

σ
√

Θat

L→
t→∞

N , (?)

où N désigne la loi normale centrée réduite.
IV-1 : montrer que l’on peut supposer sans perte de généralité que Θ = 1 et at ∈ N.
IV-2 : ceci étant fait, montrer que pour démontrer (?), il suffit d’en montrer la seconde
des deux convergences en loi.
IV-3 : montrer qu’il suffit de montrer que

Sat
− Sνt√
at

L→ 0

(“0” désigne la loi admettant une charge 1 en 0).
IV-4 : montrer que

P(|Sνt
− Sat

| ≥ ε
√
at) ≤ P(|νt − at| ≥ ε3at) + P( max

|k−at|≤ε3at

|Sk − Sat
| ≥ ε

√
at).

Utiliser l’inégalité de Kolmogorov pour conclure.

Cinqième exercice : martingales.

V-1 : on suppose que (Xn)n≥1 est une martingale, et on suppose que |Xn| et |Xn−Xn−1|
sont uniformément bornées par une constante indépendante de n. Montrer que si τ est
un temps d’arrêt, alors E(Xτ ) = E(X1).
V-2 : soit (Yi)i≥1 une suite i.i.d. de v.a.r. centrées et de variance σ2. On pose

Xn = (
∑

k≤n

Yn)2 − nσ2.

Montrer que (Xn)n≥1 est une martingale.
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UPJV, Mâıtrise de Mathématiques
Année universitaire 2002/2003
Partiel de MM3 (Probabilités)

Jeudi 21 Novembre 2002, 13h30–16h30

Tous documents autorisés, calculettes aussi.
E-mail, wap et communications téléphoniques interdits.

(Ω,B,P) désignera l’espace probabilisé commun à toutes les variables aléatoires de ce sujet.

Les exercices sont indépendants les uns des autres.

On pourra admettre des résultats de questions antérieures, et poursuivre...

Il vaut mieux faire quelques questions proprement qu’en faire un tas sans rien jamais démontrer!

Premier exercice : une amélioration de l’inégalité de Biénaymé - Tchebyshev.

On se donne une suite (Xn)n≥1 de v.a.r. i.i.d. de loi commune d’espérance m et de
variance σ2 > 0. On note Sn = X1 + . . .+Xn, et X̄n = Sn

/
n.

On suppose en outre qu’il existe une constante A > 0 telle que |X1| ≤ A P-p.s.. On
suppose que B ≥ σ2. On se propose d’établir qu’alors si 0 ≤ β ≤ B

A2 , et n ≥ 1,

P(|X̄n −m| ≥ βA) ≤ 2e−
β2A2n

4B

I-1: décrire en quoi une telle inégalité constitue une amélioration de l’inégalité classique
de Biénaymé - Tchebyshev ?
I-2: montrer que si X est une v.a.r. positive, alors X est limite simple croissante d’une
suite de v.a.r. positives simples et σ(X)-mesurables.
I-3: montrer que si X⊥⊥Y sont deux v.a.r. indépendantes positives, alors intégrables ou
pas

E(XY ) = E(X)E(Y ) avec la convention 0 × (+∞) = 0.

I-4: montrer que si α, β ≥ 0 et n ≥ 1, alors eαβAP(X̄n −m ≥ βA) ≤ E(e
α
n (X1−m))n.

I-5: montrer que si |t| ≤ 1, alors et ≤ 1 + t+ t2, et en déduire que si α ≤ n
2A , alors

E(e
α
n (X1−m)) ≤ 1 +

Bα2

n2
.
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I-6: utiliser (1 + t
n )n ≤ et si t ≥ 0 pour en déduire que si α ≤ n

2A , alors

P(X̄n −m ≥ βA) ≤ e
α2B

n −αβA.

I-7: conclure en minimisant la fonction en α ci-dessus, et en changeant les signes.

Deuxième exercice.
Supposons que X est une var de fonction de répartition F continue strictement crois-

sante. Montrer qu’alors
II-1: F (X) suit une loi uniforme sur [0, 1].
II-2: − lnF (X) suit une loi exponentielle positive. De quel paramètre ?

Troisième exercice.
Soit (X, Y ) un couple de v.a.r. dont la loi est donnée par

P((X, Y ) ∈ A) = C




∑

n≥0

1

2n

∫ ∫

A

1[n,n+1](x)d(m⊗ δn)(x, y)



 ,

où C > 0 est une constante, A ∈ B(R), δn désigne la masse de Dirac au point n, et m
désigne la mesure de Lebesgue sur la droite R.
III-1: calculer C, puis déterminer PX et PY .
III-2: les variables X et Y sont-elles indépendantes? Calculer E(XY ) s’il y a lieu
(justifier).

Quatrième exercice.

Soient f et g deux fonctions mesurables positives définies sur Ω, (Ω,B,P) étant un
espace probabilisé. Montrer que si fg ≥ 1 P-p.s., alors

E(f)E(g) ≥ 1.

(Indication : on pourra s’intéresser à une inégalité de Hölder d’exposants ( 1
2 ,

1
2 )).

Cinquième exercice.

Soit h : Ω →]0,+∞[ mesurable, positive, (Ω,B,P) étant un espace probabilisé. Noter
A = E(h). Montrer que

√

1 +A2 ≤ E(
√

1 + h2) ≤ 1 +A.

Si P désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1], et si h est continue, avec h = f ′, donner
une interprétation géométrique de cette double inégalité.

Sixième exercice.
Donner un exemple d’un triplet de trois v.a.r. (X, Y, Z) qui soit deux à deux indépedant

sans être indépendant (on pourra penser à des évènements liés à trois lancés de dés
indépendants, mais cela n’a rien d’obligatoire).


